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RESUMEN

En este trabajo se presenta una estrategia para aproximar las densidades de probabilidad condicional, nece-
sarias para la determinacién del flujo de informacién entre elementos de redes complejas. El esquema
estd basado en la estimacion de la relacion causa-efecto entre dichos elementos, usando modelos de las
series temporales asociadas a la evolucién de los componentes del sistema. La estrategia no requiere la
discretizacion del espacio de estados, necesario en caso del célculo directo de las probabilidades usadas
en la estimacidén de la transferencia de informacién, por lo que presenta un costo computacional menor.
Su desempenio es mostrado usando datos producidos por simulaciones numéricas y por sistemas caéticos
reales. Los resultados presentados, parecen ser de utilidad en el disefio de estrategias de control, en el caso
de sistemas conformados por varias partes.

Palabras Clave: TRANSFERENCIA DE INFORMACION, SIXTEMAS COMPLEJOS, MODELOS NO
LINEALES

ABSTRACT

Information Transfer through Networks based on Modelling

This paper presents a strategy to estimate the conditional probability densities necessary for determining
the cause-effect relationship between components of complex systems. The scheme estimates the informa-
tion transfer between these components using predictions of the evolution of the subsystems. The method,
do not require discretization of the state space necessary in the direct calculation of probabilities in contin-
uous signals. The performance of the strategy is shown using data produced by numerical simulations and
experimental data from chaotic systems. The results appear to be useful in the design of control strategies,
in the case of systems formed by several parts.

Keywords: INFORMATION TRANSFER, COMPLEX SYSTEMS, NONLINEAR MODELS.



224 & JORNADAS INTERNACIONALES DE INVESTIGACION CIENTIFICA UTN

Introduccion

Definiremos una sistema dinamico complejo como un grafo, donde los nodos son
los subsistemas que lo componen y los vértices sus interacciones, con caracteristicas es-
tructurales ausentes en redes totalmente regulares o totalmente aleatorias en sus acoples.
Estos sistemas sirven de modelos para un sinnumero de fenémenos, cuyas dinamicas re-
sulta de interés caracterizar y eventualmente controlar, tales como: epidemias, incendios
forestales, propagacion de rumores, mercadeo, redes de transmision de energia eléctrica
o redes de transporte de alimentos, entre otros.

Por esa razon, el establecimiento de una relacion de causa-efecto entre las partes de
un sistema dinamico de este tipo, es un problema de gran interés practico en areas que
van desde la economia a la medicina. En el caso particular de la Ingenieria, el problema
de control de sistemas multicomponentes, ofrece un ejemplo resaltante, donde la deter-
minacion de relaciones de causalidad entre los subsistemas, permite determinar los sitios
donde resulta mas efectiva la aplicacion del control (Liu, et. al. 2011).

Entre los esquemas dedicados a determinar la relacién causal o la direccionalidad
del acople entre pares de sistemas, ver por ejemplo: (Bezruchko, 2003), (Zhu et. al. 2004)
y (Schultz et. al. 2013), resaltan dos extremos; uno esta dado por una aproximacion de-
terminista a la solucién del problema llamada Causalidad de Granger (Granger, 1969) y
el otro es representado por los esquemas basados en teoria de informacion, representa-
dos por la transmision de informacion de Schreiber (Schreiber, 2000).

En el método de Granger, dadas dos sucesiones de valores de las variables de estado
de cada uno de los subsistemas {x}/_ e {y}\-;, medidas simultineamente y a intervalos
de tiempo regulares, organizadas de la siguiente manera Xr = (Xis Xpea1 oo Xigrm—1),
Vi = Vrar - yk+m—1g). Modeladas de forma que:

x =W x + Wy, x=Vx
y =Wyx + Wy, y=Wy.

Donde, {W} y {V} son vectores reales, tetra y bidimensionales respectivamente, que
pueden ser estimados partir de los datos, usando la estrategia de minimos cuadrados.

Llamemos ahora €xy, €yx, €xy €y alos errores d?/l;)redicci()n de los modelos, defini-
dos como las varianzas de X — W11 X + Wiy y —Wox + Wy x —Vixey —Voy
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, respectivamente. De esta manera, llamando ¢1 = €x ~ €xy €2 = €y —¢€

definir un indice de direccionalidad del acople D, como:
C2 — G

xy, yx» es posible

Cr + C
Es facil notar que este indice varia desde 1 en el caso de acople unidireccional de x a
¥, a -1 en el caso de acople unidireccional de y a x, con todos los valores intermedios en
el caso de acople bidireccional.

El uso de este esquema en el caso de subsistemas no lineales conduce a conclusiones
erradas. Este problema es subsanado en Ancona, et. al. (2004) donde un modelo no lineal
es realizado usando funciones de base radial.

Por otra parte, en (Schreiber, 2000) se propone un método, para estimar la trans-
mision de informacion basada en las observaciones de las series de tiempo asociadas a
los elementos del sistema y la teoria de informacidn, especificamente en la definicion de
informacién de Shannon (Shannon, 1948):

h = ZN_1P(xn)L0g2(P(xn))

Para introducir el concepto, supongamos que se miden los estados instantaneos de
dos sistemas dinamicos y definamos la tasa de entropia como la cantidad de informacion
adicional que se requiere para representar el valor de la siguiente observaciéon de uno de

los sistemas: N
h1 = _z _1P(xn+1|xn'yn)L092(P(xn+1Ianyn))

Supongamos que el valor de la observacion X¥n+1 no fue dependiente de la obser-

vacion actual de y :
N

h2 = - P(xn+1|xn'yn)LOgZ(P(erllxn))

n=1
Ahora, la cantidad A1 representa la tasa de entropia para los dos sistemas y h, rep-
resenta la tasa de entropia suponiendo que ¥n+1es independiente de Yn . Asi, obtenemos
transferencia de entropia como:

P(Xn+1l*¥n.yn)
Tx—>y = Zﬁzlp(xrﬁlﬂxnr yn)LOg (M)’

P(Xn+1lxn)
(1)

Donde P(.,.) y P (. son las probabilidades conjunta y condicional de la ocurren-
cia del estado X 0 Y de los sistemas.

P(yn+1|xn-3’n))

T,y = Yim=1 P()’n+1:xn'3’n)L09( PUnealyn)

La determinacion del flujo de informacion (1) requiere el calculo de las probabil-
idades asociadas a transicion entre estados de cada subsistema y esto a su vez requiere
el pre procesamiento (reticulado o coarse graining) de las series de tiempo asociadas
a ambos sistemas, lo que representa un gran costo computacional. Este costo aumenta
considerablemente cuando estas cantidades deben ser calculadas para todos los pares de
elementos de un sistema extenso.

En este trabajo se propone, una estrategia para estimar las probabilidades condicio-
nales, sin necesidad de recurrir al reticulado, basado en el modelado local de la evolucién
de los subsistemas. El caracter local del modelado propuesto, minimiza el costo com-
putacional de la estimacion de las densidades de probabilidad necesarias. La estimacion
de estas densidades permite usar la estrategia propuesta por Schreiber para calcular la
transferencia de informacion entre las senales.
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Materiales y métodos

La transferencia de informacién de Schreiber puede ser escrita en términos de prob-
abilidades condicionales y marginales como:

— YN P(xnt1lXn.yn)

Ix—>y = 4n=1 P(xn+1|xn' yn)P(xn+1 Iyn)P (xn)LOg (W),

P n nwJyn
Iy = ZXay POt bon )P G % )P () Log (Pl 2)

De manera directa, las densidades de probabilidad, condicionales en (2), pueden ser
estimadas mediante un reticulado del espacio de estados y un posterior conteo del niime-
ro de puntos M contenidos en cada elemento de reticula. De manera que la probabilidad
de ocurrencia del estado seria —, donde N es el nimero total de datos medidos. Esta
estrategia presenta un costo com’\f)utacional elevado en el caso en el que la dimension del
espacio de estados no es pequeiia.

En este trabajo se presenta un esquema para estimar las densidades de probabil-
idad condicionales, basado en modelos predictivos de las sefiales. Asi, dada una senal
multivariada {Z;}}=;, que por simplicidad supondremos bivariada de componentes
z; = (z;,z;_1) y provenientes del sistema dindmico Zn+1 = f(z,), puede construirse a
partir de estas sefiales un modelo aproximado de f, a partir de las sefiales medidas. Asi,
dado el estado i-ésimo valor de los datos z; y un conjunto de los m estados mds cercanos
{zg)};”: ,» desarrollemos [ en serie de Taylor, hasta el primer orden de aproximacion,
alrededor del estado mas cercano a Z; (ZE1 ),

~ (1) 1) €Y
Ziy1 = (Zc ) + Df(zc ) (Zi —Z )
y tratemos de predecir Zi+1. Aqui, Df (2.) es la matriz Jacobiana de f.

De esta manera, en orden cero de aproximacion la evolucién del estado i-ésimo
. 1 1 . . .
esta dado por f(zg )) = zg +)1, esto es, el vector que resulta de la evolucion del vecino mas

cercano a Zi.

Con esto en mente es posible establecer una relacion entre las densidades de pro-
babilidad condicionales y los errores de prediccion asociados al modelo. Asi, dado el Zi
y su evolucidn Zi+1 es posible relacionar los valores maximo y el minimo de la proba-

1s . . 7o s 1 .
bilidad condicional P (z;,,]|z;), con el minimo error |z;,, — z ) | el mdximo error
(m) i+114i I i+1 c+1
|z;11 — z,; | que se comete al modelar ! en orden cero de aproximacion, si suponemos
alguna distribucién de los errores antes mencionados alrededor de la observacion Zi+1.

En el caso en que suponemos una distribucion Gaussiana:
1 @i f@)?
P(z;4112;) = N 207 (3)
~ 5,1
Donde (2 = 2.4 1, y O representa la desviacion normal de los errores de predic-

cién. Una vez aproximadas estas densidades de probabilidad condicionales, es posible
estimar la transferencia de informacion propuesta por Schreiber.

Resultados

Con el fin de mostrar el desempeno de la estrategia, dividiremos el reporte de nues-
tros resultados en dos casos: resultados usando datos provenientes de simulaciones
numéricas y resultados usando datos reales.

(a) En el caso de datos simulados generados por una red de dos mapas
Logisticos acoplados, f(x,) = 4x, (1 — x,,), en régimen cadtico,
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Xn+1 (1_ )f( n)+ (n_ n)
Gri) = 2o+ o) o

Aqui, T es un mapa discreto unidimensional que presenta caos para valores de los
pardmetros entre 3.58 y 4.0.

En este caso comenzaremos verificando nuestra hipoétesis, esto es que los errores de
prediccion se distribuyen de forma normal. La Figura 2 muestra el histograma promedio
para todas las vecindades con m = 50 y N = 1000 y una funcién densidad de probabili-
dad Gaussiana con ¢ = 0.1. Esto da una estimacién de la distribuciéon de los errores de
prediccion en el caso de una aproximacion de orden cero.

1.0

08

06

04

Plynlxp)

02

00

Figura 2. Histograma promedio para todas las vecindades con m =50 y N=1000 y una
funcién densidad de probabilidad Gaussiana con © = 0.1,

La siguiente figura muestra la densidad de probabilidad condicional para el caso del
mapa Logistico. En este caso, es posible mostrar la densidad de probabilidad condicional
debido a que es una funcién de R* en R:

Figura 3. Densidad de probabilidad condicional P (¥|x) dada en (3), estimada para
500 datos del mapa Logistico con r=4.

La Figura 4 muestra la transferencia de informacién entre los mapas acoplados (4),
en funcién de los pardmetros, en el caso que € varfa entre 0y 1y 1= 1- €

< A
|

0 5 10 15 20 25 30

Ty sv

n

Figura 4. Transmision de informacion en el caso de dos mapas Logisticos acoplados
como funcidén del parametro de acople. Aqui la curva azul representa la transferencia de
informacién Tx-y y la curva naranja representa la transferencia de informaciéon Iyox.
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