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Die Epipolargeometrie beschreibt die Korrespondenz
zwischen verschiedenen Projektionen eines starren
Objektes. Da die Röntgenbilder in der Röntgendurch-
leuchtungsprüfung normalerweise als monokular
aufgenommen werden, wird im vorliegenden Beitrag
die Epipolargeometrie in monokularen Projektionen
erläutert. Zuerst wird ein lineares Modell für die Abbil-
dung der Röntgenbilder betrachtet. Der Bildverstärker
der Röntgenprüfanlage weist jedoch eine Krümmung
auf, die eine Verzerrung des Röntgenbildes verursacht.
Deshalb wird ein Modell zur Abbildungsfunktion des
Bildverstärkeres vorgestellt, in dem der Eingangsschirm
des Bildverstärkers als ein Hyperboloid betrachtet
wird. Der Abschluß bildet ein Beispiel der Auto-
mobilindustrie, das die theoretische Grundlage der
Epipolargeometrie bestätigt.

The Epipolar Geometry in the Radioscopy: Theory
and Application
The epipolar geometry describes the correspondence

between different projections of a rigid object. Since the
x-ray images in the radioscopy are normally taken as
monocular, the epipolar geometry in monocular images
is in this paper developed. A linear model for the for-
mation of the x-ray images is firstly used. However, the
image intensifier of the radioscopic system presents a

curvature, which deforms the x-ray image. Therefore a
formation function for the image intensifier is modelled
considering its input as a hyperbolic surface. The the-
ory is demostrated by an experiment of the automotive
industry with real data.

1 Einleitung
Die Qualitätskontrollevon Gußteilen erfolgt mit Hilfe

der Röntgendurchleuchtungsprüfung. Ihre Aufgabe ist
die Untersuchung auf Gußfehler, die sich im Innern des
Teiles befinden und somit von Außen nicht visuell zu
erfassen sind. Bei der Fertigung von Gußteilen können
Schrumpfungsprozesse auftretten, wenn flüssiges Metall
durch Abkühlung erstarrt. Es kommt dann zu Hohlräu-
men im Inneren des Werkstückes, wenn kein flüssiges
Metall nachfließen kann. Dazu kommen andere Gußfeh-
ler im Gießereiprozeß, wie Einschlüsse bzw. Schlaken.
Seit einigen Jahren werden Röntgenprüfanlagen in

der Automobilindustrie eingesetzt, um die Qualitäts-
kontrolle von Gußteilen automatisch durchzuführen [5].
Eine automatische Röntgenprüfanlage (s. Bild 1) be-
steht aus einem Manipulator zur Handhabung des Prüf-
lings, einer Röntgenfernseheinrichtung mit Röntgen-
quelle und bildgebendem System (Bildverstärker und
CCD-Kamera) sowie einem Bildverarbeitungsrechner.
Die Aufgabe des Rechners ist die automatische Klassi-
fizierung der Prüflinge nach Gutteilen und Ausschußtei-
len.
Bei der Röntgendurchleuchtungsprüfung werden in

der Regel monokulare Projektionen aus verschiedenen
Positionen des Prüflings aufgenommen. Die in der Pra-
xis eingesetzten Detektionsansätze [9, 5, 4, 10] berech-
nen ein Referenzbild aus jedem aufgenommenen Rönt-
genbild. Ein Gußfehler wird dann detektiert, wenn ei-
ne große Differenz zwischen Röntgenbild und Referenz-
bild auftritt (s. Bild 2). Diese Methoden unterscheiden
sich in der Art der Filterung, die zur Berechnung des
Referenzbildes angewendet wird. Allerdings suchen sie
nach Materialfehlern in jedem digitalisierten Röntgen-
bild, ohne zu berücksichtigen, daß die Fehler in mehre-
ren Projektionen zum Vorschein kommen können. Die-
se zusätzliche Information, die normalerweise bei jedem
Manipulator zur Verfügung steht, kann verwendet wer-
den, um herauszufinden, ob die in den einzelnen Bildern
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Bild 1: Automatische Röntgenprüfanlage.

detektierten Fehler echte Gußfehler oder Fehldetektio-
nen sind.
In dieser Arbeit wird eine neuartigeMethode zur Aus-

wertung von Röntgenbildsequenzen vorgeschlagen. In
Verbindung mit den oben erwähnten Detektionansätzen
wird dazu die Korrespondenz zwischen den Projektio-
nen in den einzelnen Bildern in Betracht gezogen, um
die Robustheit der Detektion zu erhöhen. Die Epipo-
largeometrie spielt in dem Korrepondenzproblem eine
wesentliche Rolle, da sie die geometrische Beziehungen
zwischen den Projektionen des Prüflings darstellt.
Der vorliegende Beitrag gliedert sich in vier Ab-

schnitte. Die Grundlage der Epipolargeometrie wird in
Abschnitt 2 besprochen. Die projektive Verzerrung, die
wegen der Krümmung des Eingangsschirmes des Bild-
verstärkers auftritt, sowie die Epipolargeometrie unter
der Berücksichtigung dieser Verzerrung sind im Ab-
schnitt 3 dargestellt. Die Anwendung der Epipolargeo-
metrie in der Röntgendurchleuchtungsprüfung ist Ge-
genstand von Abschnitt 4.

Filter Detektionsschwelle

PB HBF FDB BSE

-

Bild 2: KlassischeMethode zur automatischenGußfehlererkennung.
PB: Prüfbild, HBF: Hintergrundbildfunktion, FDB: Fehlerdifferenz-
bild, BSE: Binäres Segmentierungsergebnis [4].

2 Die Epipolargeometrie in
monokularen Projektionen
Die Epipolargeometrie wurde in den letzten Jahren

in Problemen des maschinellen stereoskopischen Sehen
mit zwei oder mehreren Kameras angewendet [2]. In
diesem Fall wird die Geometrie der Projektionen eines
Objektes auf die Bildebenen der Kameras betrachtet, um
die Korrespondenz zwischen den Abbildungen zu fin-
den. Dies ist in Bild 3 deutlich gezeigt:Wenn der Projek-
tionspunkt x1 eines 3-D Punktes X auf der Projektions-
ebene 1 erscheint, muß X auf der Geraden Q1 x1 lie-
gen, die durch die Verbindung des optischen Zentrums
Q1 der Projektion 1 und dem Projektionspunkt x1 defi-
niert ist. Alle korrespondierenden Punkte von x1 auf der
Projektionsebene 2 müssen deshalb auf der Projektion
dieser Geraden durch das optische Zentrum Q2 liegen,
d.h der Projektion von Q1 x1 durchQ2 auf der Projek-
tionsebene 2. Die projizierte Gerade heißt die epiolare
Gerade.
Bei der Röntgendurchleuchtungsprüfung von Gußtei-

len werden monokulare Röntgenbilder eines Prüflings
aus verschiedenen Positionen aufgenommen, d.h. die
Röntgenprüfanlage besteht aus nur einer Kamera, die ei-
ne Folge von verschiedenen Projektionen des Objektes
als Bildsequenz abbildet. Kamera und Objekt stehen in
relativer Bewegung zueinander.
Im folgenden wird die Epipolargeometrie in n mono-

kularen Projektionen erläutert.

2.1 Das geometrische Modell
Bei der Abbildungsgeometrie der Röntgenanlage

handelt es sich um eine Zentralprojektion mit der
Röntgenquelle als Projektionszentrum bzw. optisches
Zentrum. Der Prüfling befindet sich zwischen Projek-
tionszentrum O und der Projektionsebene und wird
aufrecht abgebildet (s. Bild 4). In dieser Arbeit werden
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die Koordinaten der euklidischen Geometrie als pro-
jektive bzw. homogene Koordinaten betrachtet, durch
die sich die gesamte Algebra der Abbildungsgeometrie
linear beschreiben läßt [2]. Die homogenen Koordinaten
werden aus den euklidischen Koordinaten durch eine
Konstante ! ! 0 ermittelt:

Projektion 2

epipolare Gerade
x2

Q1

X

x1

Q2

Projektion 1

Bild 3: Epipolargeometrie für zwei Kameras: Ein Punkt auf der lin-
ken Projektion läß sicht einem Punkt auf seiner epipolaren Geraden
in der rechten Projektion zuordnen.

Bild 4: GeometrischesModell der Röntgenanlagebei der Position p.
Ein Strahl wird als p gezeigt.

Euklidische Koordinaten Homogene Koordinaten

x y z T ! x y z 1 T

xh yh zh T ! xh yh zh ! T

2.2 Die Koordinatensysteme
Als Grundlage für die Epipolargeometrie werden

zunächst drei Koordinatensysteme eingeführt:

Das Weltkoordinatensystem WKS X Y Z ist
auf das Projektionszentrum O bezogen, das mit dem
Brennfleck der Röntgenstrahlen übereinstimmt. Ein
WKS-Punkt wird als X X Y Z 1 T bezeichnet.

Das Objektkoordinatensystem OKS X̄ Ȳ Z̄ ist
mit dem sich bewegenden Objekt verknüpft. Für die
Transformation zwischen WKS und OKS wird das OKS
zuerst so gedreht, daß es genauso wie das WKS ausge-
richtet ist. Die Rotation wird durch die orthonormale
3 3 Matrix R dargestellt, die vom Rotationswinkel
abhängt. Darauf folgt eine Translation des Koordi-
natensystemursprungs um einen Translationsvektor
T Tx Ty Tz T [6]. Ein OKS-Punkt X̄ X̄ Ȳ Z̄ 1 T

läßt sich durch die 4 4 Matrix P in einen WKS-Punkt
X transformieren:

X PX̄ (1)

mit

P R T
0T3 1

Bild 5: Position q des Objektes. qp ist die bewegte Gerade p. Die
epiolare Gerade e

qp ist die Projektion von qp.
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und

0T3 0 0 0

Das Projektionskoordinatensystem PKS x y ist so
ausgerichtet, daß die Z-Achse des WKS auf den Ur-
sprung des PKS deutet. Die Projektionsebene ist parallel
zu der XY -Ebene und befindet sich bei Z ZR imWKS.
Die Projektion eines WKS-Punktes X auf der Projekti-
onsebene ist der PKS-Punkt x y bzw. x ! x y 1 T in
homogenen Koordinaten. Sie transformieren sich durch:

x BX (2)

mit

B
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0

1
ZR
0

Die Projektion eines OKS-Punktes X̄ auf der Projek-
tionsebene wird dann durch die genannten Transforma-
tionen sehr einfach berechnet:

x BPX̄ (3)

2.3 Die epipolare Gerade
Bei der Röntgendurchleuchtungsprüfung wird ein

Prüfling aus n verschiedenen Positionen geröntgt. Die
Projektion des Prüflings wird dann auf die Projektions-
ebene n mal aufgenommen. Die i-te abgebildete Projek-
tion, d.h. die Projektion des Prüfling bei seiner i-ten Po-
sition, wird in dieser Arbeit als"i, für i 1 n, bezeich-
net.
Mit Hilfe der Epipolargeometrie können die Punkte

in den n monokularen Projektionen ("1 "n des Prüf-
lings einanderzugeordnet werden. In diesem Abschnitt
wird die Korrespondenz von zwei Projektionen betrach-
tet: Die Projektion "p bei der Position p (s. Bild 4)
und die Projektion "q bei der Position q (s. Bild 5) für
1 p q n und p q. Die Korrespondenz in mehreren
Projektionen wird im nächsten Abschnitt behandelt.
Für einen PKS-Punkt xp yp der Projektion "p wird

seine epipolare Gerade in der Projektion "q gesucht.
Diese epipolare Gerade enthält die möglichen PKS-
Punkte xq yq , die mit dem Punkt xp yp korrespon-
dieren können.
Die Bestimmung der epipolaren Geraden erfolgt in

vier Schritten:

i) Der Punkt xp yp auf der Projektionsebene be-
stimmt die Gerade des Strahles p (s. Bild 4), die
im WKS durch zwei Punkte O 0 0 0 1 T und
Xp xp yp ZR 1 T eindeutig bestimmt ist:

p : O Xp
p
WKS O Cxp p

WKS (4)

Die Nomenklatur : K1 K2 i
IKS bedeutet, daß

die Gerade durch die Punkte K1 und K2 im I-
Koordinatensystem bei der i-ten Position definiert
wird. Durch die 4 3 Matrix C wird ein PKS-Punkt

xp xp yp 1 T in den WKS-Punkt Xp Cxp transfor-
miert.

ii) Die Gerade p wird im OKS als ¯p bezeichnet und
durch die zu ihr gehörigen transformierten Punkte aus
(4) und (1) ermittelt wird 1:

¯p : P 1
p O P 1

p Cxp
p
OKS (5)

iii) Bei der Position q wird angenommen, daß die Ge-
rade ¯p mit dem Objekt verbunden ist (s. Bild 5). Dann
bleiben die Koordinaten der bewegten Geraden im OKS
unverändert, im WKS erhält man jedoch eine neue Ge-
rade qp. Durch die Transformation (1) der beiden in (5)
dargestellten Punkte wird qp definiert:

qp : PqP 1
p O PqP 1

p Cxp
q
WKS (6)

iv) Die Projektion von qp in die Projektionsebene führt
zu der epipolaren Geraden e

qp (s. Bild 5 auf der Projek-
tionsebene). Transformiert man (6) durch (2), so erhält
man:

e
qp : MqpO Nqpxp q

PKS (7)

dabei sindMqp BPqP 1
p und Nqp BPqP 1

p C.
Die zu xp yp korrespondierenden Punkte xq yq

befinden sich auf der epipolaren Geraden e
qp, deren

Gleichung im PKS aus (7) mit xq xq yq 1 T lautet:

xTqQqpxp 0 (8)

die als die epiolare Bedingung bezeichnet wird. Dabei
istQqpxp das Kreuzprodukt der beiden Punkte der in (7)
definierten Geraden e

qp:

Qqpxp MqpO Nqpxp SqpNqpxp
mit

Sqp
0 ez ey
ez 0 ex
ey ex 0

und

MqpO ex ey ez T : eqp (9)

Ein Punkt xq kann die Korrespondenz von xp nur dann
sein, wenn xq auf der epipolaren Geraden von xp liegt,
d.h. nur wenn xp und xq die epipolare Bedingung (8)
erfüllen.
Die 3 3 Matrix

Qqp SqpNqp (10)

ist die sogennante Essential-Matrix [7], mit der sich die
projizierten Punkte des Objektes bei den Positionen p
und q korrespondieren lassen. Bemerkenswert ist, daß
die Matrix Qqp von xp und xq unabhängig ist. Sie ist als
eine Funktion der Matritzen B, C, Pp und Pq definiert,
d.h. eine Funktion der Position des Objektes und seines
Projektionsvorganges.

1 Pi bedeutet die Matrix P von Gleichung (1) bei der i-ten Position
des Objektes.
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Alle epipolaren Geraden schneiden sich in einen
Punkt, der als der Epipol2 bezeichnet ist. Der Epipol
stellt der Projektionspunkt des mit dem Strahl p gedreh-
ten ProjektionszentrumsO auf der Projektionsebene dar.
Der Epipol eqp ist in Gleichung (9) in homogenen Koor-
dinaten gegeben. Es ist klar ersichtlich, daß die Rück-
Korrespondenz von Projektion "q zu Projektion "p aus
(8) berechnet werden kann: xTpQpqxq 0 mitQpq QT

qp.
Die epipolaren Geraden von Projektion "q auf der Pro-
jektion"p schneiden sich in den Epipol epq.

2.4 Korrespondenz in mehreren Projektionen
Die Beziehungen zwischen drei verschiedenen Pro-

jektionen ("p, "q und "r) lassen sich mit Hilfe der ent-
sprechenden Essential-Matrizen bestimmen. Man geht
davon aus, daß xp bzw. xq die Projektionspunkte bei der
Positionen p bzw. q des selben OKS-Punktes X̄ sind.
Gesucht wird dann xr, der Projektionspunkt von X̄ bei
der Position r. Man bildet die epipolare Gerade von xp
und die epipolare Gerade von xq auf der Projektion "r
und sucht den Schnittpunkt. Dieser Schnittpunkt ist der
Korrespondenzpunkt xr, der direkt aus der epipolaren
Bedingung (8) mit xTr Qrpxp 0 und xTr Qrqxq 0 be-
rechnet wird:

xr
Qrpxp T

Qrqxq T

0 0 1

1
0
0
1

(11)

In der Praxis werden mehr als drei Projektionen an-
gewendet, um einen genaueren Korrespondenzpunkt zu
ermitteln. Wie im erwähnten Fall werden die epipola-
ren Geraden auf der gewünschten Projektion berech-
net. Dies führt zu einem linearen überbestimmten Glei-
chungssystem, dessen Lösung der gesuchte Korrespon-
denzpunkt ist. Hier wird normalerweise die Methode der
least-squares-Schätzung benutzt.

2.5 Rekonstruktion in 3-D
Aus zwei Korrespondenzpunkten xp und xq läßt sich

der dazugehörige 3-D Punkt X̄ des Objektes rekonstru-
ieren. Dies erfolgt mit Hilfe der Transformation (3), die
die Beziehung zwischen PKS und OKS darstellt. Aus
xp BPpX̄ und xq BPqX̄ ergibt sich:

X̄ DTqpDqp 1DTqp
xp
xq (12)

mit Dqp
BPp
BPq .

Wie im Abschnitt 2.4 erwähnt wurde, können bessere
Ergebnisse bestimmt werden, wenn mehrere Projektio-
nen betracht werden. X̄ wird dann als die Lösung eines
linearen überbestimmten Gleichungssystems berechnet.

2 Das Wort Epipol stammt aus dem Grichieschen #̀$% (epi): dar-
auf und $ó!o& (polos): einer der zwei Endpunkte der Rotationsachse
einer Sphäre.

3 Die Epipolargeometrie auf der
Bildebene
In Abschnitt 2 wurde die Korrespondenz auf der Pro-

jektionsebene gesucht. Es fehlt dann die Betrachtung der
Epipolargeometrie auf der Bildebene, auf der das Rönt-
genbild abgebildet wird. In diesemAbschnitt werden ein
lineares und ein nichtlineares Modell für die Abbildung
des Röntgenbildes behandelt.

3.1 Lineares Modell
Zunächst wird ein neues Koordinatensystem einge-

führt:

Das Bildkoordinatensystem BKS u v beschreibt
die Punkte der Abbildungsebene. Im affinen Fall3 ist
die Transformation eines PKS-Punktes x x y 1 T in
einen BKS-Punkt u u v 1 T :

u Ax (13)
mit

A
kx cos ' ky sin ' u0
kx sin ' ky cos ' v0
0 0 1

für eine Verschiebung u0 v0 , eine Drehung um den
Winkel ' und eine Skalierung kx in x-Richtung und ky
in y-Richtung. Normalerweise ist das PKS in Millime-
tern und das BKS in Pixeln dargestellt.
Im BKS läßt sich die Gleichung der epipolaren Gera-

den aus (13) und (8) darstellen:
uTqFqpup 0 (14)

mit Fqp A 1 T Qqp A 1 , up up vp 1 T und
uq uq vq 1 T . In der Literatur wird Fqp als die
Fundamental-Matrix bezeichnet 4.
Gleichung (14) kann in der digitalisierten planaren

Radiographie bzw. in der Radiographie mit planaren De-
tektoren verwendet werden, bei denen das Objekt auf der
Projektionsebene Z ZR ohne geometrische Verzerrung
projiziert wird.

3.2 Nichtlineares Modell
In der Radioskopie wird das Röntgenbild jedoch auf

einen gewölbten Bildverstärker abgebildet, dessen Ein-
gangsschirm als Z S X Y beschrieben werden kann
(s. Bild 1 und 6). In diesem Fall ist die lineare Transfor-
mation (13) zwischen PKS und BKS nicht mehr gültig,
da S X Y nicht planar ist. Als Beispiel stellt Bild 7 das
Röntgenbild einer regulären Rasterplatte dar. Man kann
ersehen, daß, je entferner von der Mitte des Bildes sich
ein Loch der Rasterplatte befindet, desto stärker ist seine
projektive Verzerrung. Dies hat seinen Grund darin, daß
die Krümmung des Bildverstärkers an seinen Ecken am
stärksten ist.

3 Bei der affinen Transformation zwischen zwei Koordinatensyste-
men gelten nur die Translation, die Rotation und die Skalierung.
4 Eine ausführliche Beschreibung der Fundamental-Matrix ist in
[8] zu finden.
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Zur Erläuterung der Epipolaregeometrie unter der Be-
rücksichtigung der Krümmung des Bildverstärkers wird
das Röhrenkoordinatensystem RKS x̃ ỹ zwischen
PKS und BKS angewendet. Zwischen den Koordinaten
x y im PKS und x̃ ỹ im RKS gilt eine nichtlinea-
re Transformation (s. Bild 6), die im folgenden erläutert
wird. Die Transformation von x̃ ỹ im RKS zu u v im
BKS ist jedoch linear.
Der Schnittpunkt des Eingangsschirmes der Röhre

mit dem durch x y definierten Strahl wird als x̃ ỹ z̃
im WKS bezeichnet. Er muß das folgende nichtlineare
Gleichungssystem erfüllen:

x̃ x z̃ ZR
ỹ y z̃ ZR
z̃ S x̃ ỹ

(15)

Aus (15) läßt sich die nichtlineare Transformation
PKS RKS fogendermaßen zusammenfassen:

x̃
ỹ

f1 x y
f2 x y

oder in homogenen Koordinaten mit x̃ x̃ ỹ 1 T und
x x y 1 T :

x̃ f x (16)

Da zwischen RKS und BKS eine affine Transformati-
on u Ax̃ (s. (13)) besteht, kann die Rücktransformati-

ZR

x̃

x

z̃

X

Z

x

S X Y

O
Bild 6: GeometrischesModell der Röntgenanlage unter der Berück-
sischtigung der Krümmung des Bildverstärkers. Zur Vereinfachung
der Darstellung sind nur die Koordinaten in X- und Z-Richtung ge-
zeigt.

Bild 7: Röntgenbild der Rasterplatte und die hyperbolische Model-
lierung ihrer Verzerrung.

on BKS PKS so geschrieben werden:

x f 1 x̃ g x̃ g A 1u (17)

Manche Bildverstärker weisen einen hyperbolischen
Eingangsschirm auf [3], dessen Krümmung mit der
Gleichung

S X Y ZR 1
X2
a2

Y2
b2

(18)

modelliert werden kann. Die Funktion g ist in diesem
Fall:

x g x̃
x̃ 1

x̃2
a2

ỹ2
b2

ỹ 1
x̃2
a2

ỹ2
b2

1

(19)

Bild 7 zeigt die hyperbolische Modellierung der geome-
trische Verzerrung 5. Bei diesemModell gilt immer noch
die Gleichung der epipolaren Geraden im PKS (8), da
die selben linearen Transformationen zwischen PKS und
OKS bestehen. Gleichung (14) ist unter der Berücksich-
tigung der Röhrenverzerrung jedoch nicht mehr gültig.
In diesem Fall erhält man eine epipolare Kurve im BKS,
deren Gleichung aus (8) und (17) lautet:

gT A 1uq Qqpg A 1up 0 (20)

Durch die nichtlineare Transformation (17) zwischen
BKS und PKS läßt sich jedes Pixel u v des Röntgen-
bildes als ein Punkt x y auf der Projektionsebene dar-
stellen, wobei die linearen Gleichungen der epiolaren
Gerade (8), der Schätzung eines Punktes im dritten Bild
(11) und der Rekonstruktion des 3-D Punktes des Ob-
jektes (12) immer noch gelten.
Im nächsten Abschnittwerden Beispiele der Röntgen-

durchleuchtungsprüfung gezeigt, bei denen die erläuter-
ten Beziehungen angewendet werden.

4 Anwendung der Epipolargeometrie
in der Röntgendurchleuchtungsprüfung
Zur Darstellung der erläuterten Theorie wurde bei

YXLON International X-Ray GmbH6, eine BMW-
Alufelge untersucht. Zuerst wurde die Prüfanlage voll-
ständig gemessen, um die Größen des geometrischen
Modells (ZR und Referenzen von Tx, Ty und Tz) zu be-
stimmen. Danach wurden n 5 Röntgenbilder des Prüf-
lings aus verschidenen Positionen aufgenommen. Die
Alufelge wurde jedes mal um ()Z̄ 50 an der Z̄-Achse

5 Eine kubische Modellierung der Rücktransformation BKS
PKS wurde in [1] realisiert. Mit diesem Modell können andere Ver-
zerrungen, wie durch elektromagnetischen Felder, auch berücksich-
tigt werden. Dieses Modell benötigt jedoch 20 zu schätzenden Pa-
rameter. Außerdem ist die Transformation PKS BKS algebraisch
nicht möglich.
6 Die Firma YXLON entstand 1997 aus der deutschen Philips In-
dustrial X-Ray GmbH und der dänischen Andrex GmbH.
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gedreht. Bei jeder Aufnahme wurde die genaue Positi-
on und Rotation des Prüflings aus dem Manipulator re-
gistriert. Aus diesen Informationen wurden die Matri-
zen Pi (für 1 i n) und die entsprechenden Essential-
Matrizen zwischen den Projektionen berechnet (s. Glei-
chungen (1) und (10)). Bei der Modellierung der pro-
jektivenVerzerrung wurde ein Hyperboloid als Eingang-
schirm des Bildverstärkers angenommen. Die Parameter
a und b des Modells (s. Gleichung (18)) sowie die Pa-
rameter ', kxund ky der Matrix A (s. Gleichung (13))
wurden, wie bei Bild 7 von Abschnitt 3, mit Hilfe eines
Gradientenverfahrens geschätzt.

4.1 Bestimmung der epipolaren Linien
Zwei Röntgenbilder (p 1 und q 5) der aufge-

nommenen Sequenz sind hier gezeigt. Die angewendete
CCD-Kamera erzeugte ein digitales Bild mit 576 768
Pixel. Das erste Röntgenbild ist im Bild 8 dargestellt,
bei dem achtzehn Punkte markiert wurden. Das fünfte
Röntgenbild mit sieben epipolaren Kurven ist im Bild
9 gezeigt. Zwischen beiden Röntgenbildern wurde der
Prüfling um ()Z̄ 200 an der Z̄-Achse gedreht.
Die Ergebnisse bestätigen die Theorie: Die korre-

spondiereneden Punkten liegen fast auf der epipolaren
Kurven. Der Mittelwert der Fehler ist in diesem Beispiel
nur 2,21 Pixel in den 18 Punkten (s. Tabelle 1).
Bild 10 stellt die epipolaren Geraden dar, die durch

das lineare Modell ohne Berücksichtigung des gewölb-
ten Bildvertsärkers bestimmt wurden. Es ist deutlich zu
sehen, daß der Abstand der korrespondierenden Punk-
te von der epipolaren Geraden größer ist. Eine Vergrö-
ßerung einer der Marken ist im Bild 11 zu sehen. Die
epipolare Gerade liegt ca. 10 Pixel entfernt vom Punkt,
während die epipolare Kurve ihn trifft.
Tabelle 1 faßt die Fehler in der Bestimmung der epi-

polaren Linien bei den 18 korrespondierenden Punkten
in den ersten fünf Röntgenbildern der Sequenz zusam-
men, bei denen der Prüfling um )Z̄ 50, 100, 150, 200
und 250 gedreht wurde. Im Vergleich mit dem linea-
ren Modell ist der Mittelwert des Fehlers des hyperboli-
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Bild 8: Röntgenbild p der Alufelge (bei der Position p 1, Drehung:
)Z̄ 50) und 18 markierte Punkte.

schen Modells immer kleiner, insbesondere bei Drehun-
gen ()Z̄ größer als 100.
Zur Vereinfachung der Korrespondenzsuche durch

die Anwendung der epipolaren Kurve kann die Größe
des Prüflings berücksichtigt werden, die bei diesen Un-
tersuchungen normalerweise a priori bekannt ist: Die
Korrespondenz darf nicht auf einem beliebigen Punkt
der Geraden des Strahles liegen, sondern nur auf einem
Punkt innerhalb des Prüflings (siehe auf p im Intervall
von * bis + in Bild 4). Deswegen muß die Korrespon-
denz der Punkte auf der epipolaren Kurve nur im ent-
sprechenden Intervall gesucht werden (siehe Projektion
von Punkten * und + in Bild 5). Die Verkürzung der epi-
polaren Kurve bedeutet eine starke Reduktion der An-
zahl der möglichen Punkte, die bei der Korrespondenz
in Frage kommen.
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Bild 9: Röntgenbild q der Alufelge (bei der Position q 5, Drehung:
)Z̄ 250) und die epiolarenKurven von sieben der korrespondieren-
den Punkte, die im Bild 8 markiert wurden.
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Bild 10: Röntgenbild q der Alufelge (bei der Position q 5, Dre-
hung: )Z̄ 250) und die epiolaren Geraden von sieben der korre-
spondierenden Punkte, die im Bild 8 markiert wurden.
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linear hyperbolisch
()Z̄ p q ē ,e maxe ē ,e maxe
50 1 2 1,41 0.79 3,10 0,95 0,50 2,07

2 3 1,86 1,12 4,94 1,58 1,19 4,88
3 4 1,78 1,50 6,17 1,25 0,83 3,66
4 5 2,62 1,57 6,07 2,09 1,38 5,48

100 1 3 2,76 1,18 5,49 1,61 1,29 5,52
2 4 2,64 1,71 6,98 1,40 0,86 3,06
3 5 3,35 2,78 10,88 2,01 1,49 4,96

150 1 4 3,57 2,38 10,26 1,57 1,01 3,81
2 5 4,28 3,02 11,74 2,21 1,49 4,53

200 1 5 5,01 3,91 15,15 2,21 1,56 5,77
Tabelle 1: Fehler in der Bestimmung der epipolaren Linien: Abstand
in Pixeln zwischen korrespondieren Punkten und ihren epipolaren
Linien (ē: Mittelwert, ,e: Standardabweichungundmaxe: Maximum
des Fehlers).

4.2 Korrespondenzsuche in mehreren
Röntgenbildern
Zur Korrespondenzsuche in mehr als zwei Röntgen-

bildern wird in diesem Abschnitt ein Beispiel darge-
stellt. Von korrespondierenden Punkten im 1., 2., 3. und
4. Röntgenbild der Sequenz werden die epipolaren Lini-
en auf dem 5. Röntgenbild berechnet. Der Schnittpunkt
der Linien, der mit Hilfe des least-squares Schätzung
bestimmt werden kann (s. Abschnitt 2.4), wird mit dem
echten korrespondierenden Punkt des 5. Röntgenbildes
verglichen. In Bild 12 wird die Bestimmung in sieben
Punkten durch die Anwendung des linearen und hyper-
bolischen Modells gezeigt. Die Abweichungen im hy-
perbollischen Modell sind vernachlässigbar klein.

4.3 Schätzung der 3-D Punkte des Prüflings
Die 3-D Rekonstruktion (s. Abschnitt 2.5) von den

sieben in Abschnitt 4.2 erwähnten Punkte ist in Bild 13
dargestellt. Hier werden die Informationen der Punkten
in den ersten fünf Röntgenbildern der Sequenz betrach-
tet. Die Größe der Alufelge ist bekannt: Höhe = 235 mm
und Durchmesser = 450 mm. In Bild ist die Alufelge
als ein Zylinder dargestellt. Bei dieser Schätzung wird
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Bild 11: Vergrößerung des 17. Punktes des Bildes 9. Der Fehler ist
im diesem Fall ca. 10 Pixel ( 5 mm) für das lineare Modell und
weniger als 0,2 Pixel für das hyperbolischeModell.

das hyperbolisches Modell angewendet. Die 3-D Punk-
te befinden sich im Raum des Rades. Die 3-D Punkte,
die durch das lineare Modell rekonstruiert werden, lie-
gen außhalb des Zylinders (im Bild nicht gezeigt).

5 Zusammenfassung
Im vorliegenden Artikel werden die Grundlagen der

Epipolargeometrie in monokularen Röntgenbildern vor-
gestellt, die normalerweise bei der Röntgendurchleuch-
tungsprüfung aufgenommen werden. Die Korrespon-
denz zwischen zwei verschiedenen Projektionen eines
Objektes wird erläutert: Die korrespondierenden Punk-
te müssen die epipolare Bedingung erfüllen, die durch
die Essential-Matrix definiert ist. Die Korrespondenzsu-
che beschränkt sich auf die Untersuchung der Punkte auf
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Bild 12: Korrespondenzsuche im 5. Röntgenbild der Sequenz durch
Bestimmung des Schnittpunktes der epipolaren Linien des 1., 2., 3.
und 4. Röntgenbildes: echte Punkte ( ) und Schätzungen durch hy-
perbolisches ( ) und lineares ( ) Modell.
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Bild 13: 3D-Rekonstruktion in Objektkoordinatensystem von 7
Punkten aus der Korrespondenz in den ersten fünf Röntgenbildern
durch das hyperbolischeModell (Skala in [mm]).
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nur einer Linie, die sogenannte Epipolarlinie. Die Kor-
respondenz in mehreren Projektionen erfolgt mit Hilfe
der Schätzung des Schnittpunktes von Epipolarlinien.
Die Betrachtung des geometrisches Modells ermöglicht
die 3-D Rekonstruktion des korrespondierenden Punktes
im Objektkoordinatensystem.
Die Abbildung eines Röntgenbildes durch einen Bild-

verstärker weist aber eine projektive Verzerrung auf, die
hyperbolisch modelliert werden kann. Durch eine nicht-
lineare Koordinatentransformation läßt sich die lineare
Theorie der Epipolargeometrie bei dem hyperbollischen
Modell anwenden.
Zum Schluß wird ein Beispiel gezeigt, in dem Rönt-

genbilder einer Alufelge aus verschiedenen Positionen
betrachtet werden. Es werden Epipolarlinien bestimmt,
eine Korrespondenz in mehreren Röntgenbildern ge-
schätzt und korrespondierende Punkte in 3-D rekonstru-
iert. Bei den Beispielen wurden beide Modelle, linear
und hyperbolisch, untersucht. Die besten Ergebnissen
erreicht das hyperbolische Modell, das die Krümmung
des Eingangschirmes des Bildverstärkers berücksisch-
tigt.
Die potentielle Nutzung des neuen Verfahrens kann in

der Erhohung des Durchsatzes der automatischen Guß-
fehlererkennung liegen, wenn geprüft wird, ob mögliche
Materialfehler in aufeinanderfolgenden Röntgenbildern
die epipolare Bedingung erfüllen. Mit dieser Metho-
de kann die Anzahl der Fehldetektionen stark reduziert
werden. Für ein robustes Verfahren muß berücksichtigt
werden, ob die Korrespondenz in mehreren Röntgenbil-
dern stattfindet und ob der rekonstruierte 3-D Punkt der
Korrespondenz innerhalb des Prüflings liegt.
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