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Introduccion

En 1924, William Ernest Johnson [2] introdujo el concepto de intercam-
biabilidad de una sucesién de variables aleatorias. La intercambiabilidad nos
dice que la distribucién de una sucesién de variables aleatorias es invariante
bajo permutaciones finitas. En particular, una sucesion de variables idénti-
camente distribuidas es intercambiable. Lo que significa que el concepto de
intercambiabilidad generaliza el concepto de ser idénticamente distribuidas.
En esta tesis se estudia el concepto de intercambiabilidad de variables alea-
torias en probabilidad clasica y en probabilidad no conmutativa.

Una duda inmediata es como caracterizar a dichas sucesiones. Durante
los anos 30, Bruno De Finetti presenté y demostrd el teorema que caracte-
riza las sucesiones intercambiables. Este tltimo nos dice que una sucesion
es intercambiable si y sélo si es independiente e idénticamente distribuida
dada una medida aleatoria. El teorema de De Finetti juega un rol crucial
dentro de la estadistica Bayesiana, pues muchas veces pedir que la muestra
sea idénticamente distribuida es muy restrictivo, sin embargo varias mues-
tras cumplen la asuncién de intercambiabilidad. Numerosas aplicaciones del
teorema de De Finetti han sido desarrolladas en estadistica Bayesiana.

En la primera parte de esta tesis se hablard de la intercambilidad y del
teorema de De Finetti. Presentaremos la demostracién de este teorema y
se extendera el mismo para el caso de particiones aleatorias intercambiables
ambos basdndonos en [1]. Una particién es una coleccion de conjuntos dis-
juntos y cuya uniéon es el espacio total. Este concepto es de gran utilidad
en estadistica pues muchas veces podemos agrupar la muestra en conjuntos
de acuerdo a lo que estemos interesados obtener. Dichos conjuntos forman
una particiéon y si la muestra original es intercambiable entonces la nueva
particion resultard intercambiable. La primera parte de este trabajo termina
brindando un teorema para particiones aleatorias intercambiables analogo al
teorema de De Finetti dearrollado por John Frank Charles Kingman desa-



rrollado en [3].

La segunda parte de este trabajo se enmarca en la teoria de probabilidad
libre. Esta teoria fue iniciada, alrededor del ano de 1986, por Dan Voicules-
cu en [10], donde introdujo el concepto de independencia libre y desarrolld
las primeras herramientas de probabilidad libre. La probabilidad libre busca
desarrollar un espacio de probabilidad en donde las variables aleatorias son
operadores en un espacio de Hilbert, y contrario a como sucede en el caso
clasico las variables aleatorias no son necesariamente conmutativas. La pro-
babilidad libre mantiene muchas de las ideas de la probabilidad clasica, tales
como la independencia y la esperanza, pero presentadas en el caso no con-
mutativo. En el iltimo siglo se ha trabajado y desarrollado un glosario muy
extenso en el area de probabilidad libre. Se han demostrado varios teoremas
en esta area los cuales tienen una version andloga en el caso clasico. Fue el
mismo Voiculescu quien presenté la prueba del teorema del Limite Central
en su version no conmutativa.

En la segunda parte de esta tesis daremos pie a la version libre del teorema
de De Finetti, demostrada por Koestler y Speicher [4]. Para esto, primero, se
introduciran de manera rapida las herramientas basicas de probabilidad libre
y después hablaremos de la intercambiabilidad en el sentido cuantico la cual
generaliza el concepto de intercabiabilidad clasica. Finalizaremos presentando
y demostrando el teorema de De Finetti en el caso libre, el cual nos dice que la
sucesion es independiente en el sentido libre e idénticamente distribuida dada
una algebra si y sélo si la sucesion es intercambiable en el sentido cuantico.



Capitulo 1

Intercambiabilidad y el caso
clasico

1.1. Definiciones preliminares

En esta seccién se describiran algunas nociones de probabilidad clasica
y demas conceptos que se usaran mas adelante para dar nuevas definiciones
que iran dirigidas al tema a tratar en este trabajo.

Definicién 1. Definimos un espacio de medida como un par (2, F), tal que
) es un conjunto cualquiera, F es una familia de subconjuntos de €2 llamado
o-algebra que cumple

1. Qe F
2. Si A € F entonces A¢ € F
3. Si Al,AQ, .. € F entonces UiZIAi e F.

podemos aditar al par (2, F) con una medida p, la cual es un mapeo p :
F — [0, 00] tal que

L u(@)=0
2. para Ay, Ay, .. € F disjuntos a pares se cumple p1(Ui>14;) = > 0oy (Aj)

Diremos ademéds que un espacio de medida tal que p(€2) = 1 es un espacio
de probabilidad y denotaremos cominmente P = i, en este caso {2 se conoce



como espacio muestral el cual no tiene porqué ser un subconjunto de R. Un
ejemplo es el experimento de lanzar una moneda, donde Q = {Aguila, Sol},
F puede ser 2 el espacio potencia de todas los posibles subconjuntos de {2
y podemos asignar la medida P({Aguila}) = P({Sol}) = % si la moneda es
balanceada. Esto en principio genera un problema cuantitativo, pues que-
remos una herramienta donde medir con facilidad las probabilidades en un
ambiente puramente numérico, esto motiva a la definicién de lo que es una
variable aleatoria real, que lo que hace es aterrizar el espacio muestral en R

para facilitar la manipulaciéon matematica.

Definicién 2. Una variable aleatoria es un mapeo entre dos espacios de
medida, X : (0, F) — (E,€) tal que X"'(A) € F para toda A € £. Si
ademas (E,€) = (R,B(R)) decimos que X es una variable aleatoria real.
Por supuesto tiene sentido considerar un vector de variables aleatorias reales
como una n—tupla ¥ : Q@ — R”. Dadas una variable aleatoria real X y
una medida P en (Q,F) definimos P(X € A) = P({X"!(A4)}) para toda
A € B(R), y su funcién de distribucién F' como F'(z) = P(X < x) para todo
r e R

Ademas existen ciertos valores que nos interesaran obtener de una variable
aleatoria real X pues nos daran informacién de valor del experimento, tales
como la media y varianza.

Definicién 3. Dada una variable aleatoria real X con soporte S(X) defini-
mos:

1. Su media como E(X) = fs(x) xdF(z) y la denotamos por pix

2. Su varianza como E((X — E(X))?) = [q y,(z — E(X))*dF(z) y la de-
notamos por 0%
Definicion 4. Dadas dos variable aleatorias reales X, Y sobre el mismo es-
pacio de probabilidad definimos:

1. su covarianza como Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

2. su correlaciéon como p(X,Y) = C‘:;(fg’y)
XY
3. Decimos que son independiente si P(X € A,Y € B) =P(X € A)P(Y €
B) para todas A, B € B(R).




4. Decimos que X = Y casi seguramente(c.s) si P(X = Y) = P{w €
QX (w) = Y (w)}) = 1

Definicién 5. Decimos que dos sucesiénes de variables aleatorias reales
(Z1,Za,...,) , (Y1,Y5,...,) son iguales en distribucién si

P(Zl S 21722 S 29, '-'7Zn S Zn) = ]P)(Yi S 21,3/2 S Z9, 7Yn S Zn)a
para toda n € N, para toda (z1, 22, ..., z,) € R", y en ese caso escribimos
d
(Z1,Z9,....,) = (Y1,Ya, ..., ).

Definicién 6. Para n € N definimos N,, = {1,2,...,n}, sea S(n) = {f|f :
N, — N, tal que f es biyectiva } como el conjunto de permutaciones de n
elementos. Una transposicién es un elemento de S(n) que deja invariante
todos los elementos salvo dos que intercambian mutuamente.

Con estos conceptos podemos pasar comodamente a hablar del teorema
de De Finetti, sin embargo en el mismo capitulo se vera una extension de
dicho teorema a particiones aleatorias intercambiables, estamos entonces en
el deber de introducir que es una particion.

Definicién 7. Para n € N denotamos por P(n) el conjunto de particio-
nes de N,,, dado por {(Ay, ..., Ax)|A; C N, A,NA; = 0,Vi # j,UF A =
N,, con 1 < k < n}. Una particién aleatoria es una variable aleatoria con
contradominio en P(n).

No habra necesidad de introducir que es intercambiabilidad en el sentido
de particiones aleatorias pues sobre la marcha del teorema se mencionara.
Estamos entonces listos para introducirnos en el teorema de De Finetti y su
respectiva version para el caso de particiones.

1.2. Definiciones y consecuencias inmediatas

Para esta seccién comenzaremos introduciendo algunas definiciones y pri-
meros ejemplos del concepto de intercambiabilidad. Esta definicion generaliza
la nocion de ser idénticamente distribuido y es la que se estudiara en este
trabajo.



Definicién 8. (i) Una sucesion finita (71, ..., Z,,) se dice que es n-intercambiable
si se cumple que

d
(Zvs i Zn) = (Zo(1)s -or Zo(n)) (1.2.1)

para toda o € S(n).
(ii) Una sucesién infinita (Z;, Zs, ..) es intercambiable si

(Z1, Z, ) 2 (Zary, Zio(zys ), (1.2.2)
para toda o € S(n) para toda n € N.

De ahora en adelante se entendera que si decimos que (Z;); es n-intercambiable
entonces (Z;); = (Z1, ..., Z,). Haciendo uso de que toda permutacién finita
o € S(n) puede escribirse como composicién de transposiciones que cambian
a 1 con m para 1 < m < n, podemos reescribir (1.2.2) en la Definicién 8
como sigue: una sucesion infinita (73, Zs, ..) es intercambiable si

(Z1, Zay ooy Dty Zony it s o) % (Zos Zony oo Doty D1y T, ), (1.2.3)

para toda n > 1.
Pasaremos a enunciar algunos ejemplos.

Ejemplo 9. Suponga que una urna contiene n bolas etiquetadas como 1, ..., x,,.
Sea Z; la bola obtenida en el turno 7 considerando que hay remplazo, es de-
cir podemos tomar mas de una vez la misma bola. Entonces la sucesién
(Z1, Zs, ...) forma una sucesién infinita intercambiable.

Demostracion. Se sigue de manera inmediata del hecho de que (Z,), es una
sucesion de variables aleatorias i.i.d distribuidas uniformemente en {1, ..., x,, }.
Luego para o € S(n) con n € N tenemos,

]P(Zl <2y Loy < Zm) = P(Za(l) < 21, Za(m) < zm),Vm eN
al ser (Z;); idénticamente distribuidas. O

Este ejemplo deja mas claro el hecho que se mencioné al inicio de que el
concepto de intercambiabilidad generaliza el concepto de ser idénticamente
distribuido.

Ejemplo 10. Haciendo uso del ejemplo anterior pero ahora sea 71, ..., Z, los
tiros sin remplazo de la urna, esto genera una sucesién n-intercambiable.
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Demostracion. En efecto como sacamos cada bola con la misma probabili-
dad % para /i , ﬁ para Z, de las restantes y asi sucesivamente, podemos
pensar Zi, ..., Z, como un reordenamiento de x1, .., x, y dado la uniformidad
entonces (71, .., Z,) es la permutacién uniforme de z1, .., x, , es decir,

(Zla ) Zn) = (xcr*(l)a sy xa*(n))?
donde o* es la permutacién uniforme aleatoria en {1,2,..,n}. Entonces P(c* =
o) = - para todo o € S(n), asf para 7 € S(n) tenemos,
P(Z1 = 21, ., Zn = 2) = P(Tor(1) = 215 -0, Tor(n) = Zn)
= P(Tor(x(1)) = 21, s Tor(x(n)) = %n)

= P(Zﬂ(l) = 21y eeey Zﬂ-(n) = Zn)

donde se uso en la segunda igualdad que ¢* es la permutacién uniforme. [J

1.3. Estructura de correlacion

Ahora veremos que las variables aleatorias de las sucesiones N-intercambiables
presentan un coeficiente de correlacion es cial estd acotada en algin inter-
valo A, mas aun veremos que para cualquier rz € A existird una sucesion
N-intercambiable tal que el coeficiente de correlaciéon de sus elementos es x.

Teorema 11. Sea (Z;); una sucesion de variables aleatorias N -intercambiable,
entonces existe un coeficiente de correlacion p = p(Z;, Z;) para i # j, el cual
no depende de la eleccion de v y 7, tal que

>
'O_N—17

con iqualdad si y solo st Zf\il Z; = ¢ casi sequramente para alguna c € R.

Demostracion. Para la demostraciéon supongamos sin pérdida de la generali-
dad que E(Z;) =0y E(Z?) = 1 para toda 1, asi:

0<E(D 7)) =) EZ)+ Y E(ZZ)=N+NN-1)p
i=1 i=1 1<i#j<N

de donde p > % con igualdad si y sélo si E((N, Z:)?) = 0, lo ciial pasa
si y solo si Zf\il Z; = 0 casi seguramente, que en el caso general es cuando
Zﬁil Z; = c casi seguramente para alguna c € R. L]

9



Algo que cabe notar es que si hacemos N — oo tenemos que p > 0
para una sucesion infinita intercambiable. El converso del teorema también
se cumple.

Teorema 12. 5 N;fl < p < 1 entonces p es el coeficiente de correlacion de
alguna sucesion N -intercambiable.

Demostracion. Para la prueba construiremos dicha sucesién; sea (x;); una
sucesién de variables aleatorias i.i.d con E(x;) = 0 y E(x?) = 1, definimos

N
Zi = Xi +CZX]',
j=1

paral <i < Ny paraalguna c € R, asi tenemos que (Z;); es N-intercambiable
pues de hecho la sucesion (Z;); es idénticamente distribuida.

Bastara ver que p = p(Z;, Z;). Para esto notemos que E(Z;) = 0 para
toda 7, asi para i # j
E(Z,Z;)

2 2
E(Z7)E(Z])

E(xix; + ¢ X pey XXk + € Xpey XXk + A0 xi)?)
E(xix + 26 30 xaxe + (20 xi)?)
E(xixs) + B0 xaxe) + B, xixw) + PRS0, xe))
E(xixi) + 20E( 0, xixw) + R xx)?)

2c + PE((X 5y x1)?)
1+ 2c+ E((3,1, xx)?)

2c+ CzE(Zsz1 Xi + D 1<tk N 2o XiXk)
1 +2c+ C2E(Z£]:1 Xi + Zlgj;ékSN > XiXk)

p(Ziv Zj) -

N A+ 2c B 1

~ Ne2+2c+1 = Ne2+2c+1°
Por lo tanto tenemos que p(Z;, Z;) = p(c) = 1 — m Notemos que
0 < p(c) < 1. Finalmente veremos que =5 < p(c) < 1 para concluir la
prueba. Para verificar esto basta usar el método de maximos y minimos y
verificar que en efecto ¢ = = es un minimo de la funcién con p(c) = . Es
decir dado 5 < p < 1 podemos hallar ¢ € R tal que p(Z;, Z;) = p(c) = p

10



., . -1 ;. -1
pues la funcién p(c) es claramente continua en [%+,00) con minimo
y supremo claramente 1. La sucesién (Z;); con correlacién p(c) cumple lo

especificado y con esto concluimos la demostracién. O]

Podemos extender el teorema anterior al caso infinito de la siguiente ma-
nera.

Teorema 13. 51 0 < p < 1, entonces p es el coeficiente de correlacion de
alguna sucesion infinita intercambiable .

Demostracion. Nuevamente la prueba se basa en la construccion de dicha
sucesion, tomando (x;);>o y definiendo Z; = cxo + x; con ¢ € R tenemos
nuevamente que (Z;); es intercambiable y p(Z;, Z;) = p(c) = %, de la
misma manera que antes variando ¢ obtenemos que 0 < p(c) < 1y concluimos
como en el Teorema 12. O

1.4. Mezcla de sucesiones independientes e
idénticamente distribuidas

Con el concepto de intercambiabilidad ya claro no nos queda mas que
abrir paso al concepto de lo que es una mezcla de sucesiones independientes
e idéntidamente distribuidas, pues nuestro teorema principal, el teorema de
De Finetti nos dice precisamente que estos dos conceptos son equivalentes.

Comencemos dando una idea intuitiva de lo que significa una mezcla de
sucesiones independientes e idénticamente distribuidas. Sean 61, ..., 6, distri-
buciones de probabilidad reales y pq,..,pr > 0, con Zle p; = 1, podemos
construir una sucesion de variables aleatorias (Y;); de la siguiente manera:

1. Seleccionamos 6 de manera aleatoria en {6, ..., 0} con probabilidades
Dk, es decir P(0 = 6;) = p;

2. Generamos (Y;); una sucesién i.i.d con distribucién 6

Lo que esto nos dice es que (Y;); es i.i.d con distribucién € pero 6 es
aleatorio, a la sucesion (Y;); es a lo que conocemos como mezcla de sucesiones
independientes e idénticamente distribuidas y la distribucién de 6 es lo que
mas adelante conoceremos como medida aleatoria. Mas generalmente sean P
el conjunto de medidas de probabilidad en R, y una distribucion en P y ahora
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seleccionamos @ con distribucion p, luego generamos (Y;); una sucesion i.i.d
con distribucién 6. Una manera de formalizar esta descripcion es la siguiente.

P(Y € A) = /PHQ(AZ-)M(dH), (1.4.1)

i>1

con A = (Ay, Ay, ...) € B(R)® y Y es la sucesion (Y;);. Lo que esto ultimo
nos dice es que condicional a que § = 7 entonces la sucesién (Y;); es i.i.d con
distribucién 7.

Ya con la idea podemos introducir la definicion formal de medida aleato-
ria, ademas podemos dar paso a introducir lo que es una distribucién condi-
cional regular la cual estard estrechamente ligada con lo que es una medida
aleatoria. Una medida aleatoria a: es una simple variable aleatoria P-valuada.
Asi para cada w € €) tenemos que «(w) es una medida de probabilidad y asig-
na probabilidades a(w, A) para todo A € B(R).

Definicién 14. Una medida aleatoria es un mapeo « : 2 x B(R) — R tal
que a(w, *) es una medida de probabilidad para todo w € Q y a(x, A) es una
variable aleatoria para todo A € B(R).

Definicion 15. Dada una variable aleatoria real Y sobre un espacio de pro-
babilidad (2, A) y una o-dlgebra F C A, una distribucién condicional regular
para Y dada F es una medida aleatoria v : Q x B(R) — R tal que

a(-, A) ZP(Y € A|F)(-), para toda A € B(R)

Es sabido que dicha distribucién condicional regular existe y es tinica casi
seguramente.

Como punto de observacion notemos que dada « una medida aleatoria,
es posible construir una sucesién (Y;); tal que dada o = 6 la sucesion (Y;);
es independiente e idénticamente distribuida con distribucién 6. La idea in-
tuitiva de la construccién es que si F(6;x) es la funcién de distribucién de
0y F~1(0;x) = inf{t|F(0;t) > z} la inversa generalizada, si xy ~ U(0,1)
entonces F'71(6, x) es una variable aleatoria con distribucién 6. Asf tomando
(xi); i.i.d como U(0,1) tenemos que la sucesién (F~1(6, x;)) es i.i.d con dis-
tribucién 0. Ahora para o medida aleatoria tomamos V; = F “Ha, xi), esto
nos dice que dada a = 6 la sucesion (Yl)l es i.i.d con distribucién 6.

Tenemos asi que una sucesién Y = (Y;); es una mezcla de sucesiones
independientes e idénticamente distribuidas si podemos ver la distribucion

12



de Y como en (1.4.1). Entonces surge la pregunta natural de para qué nos van
a servir todas las previas definiciones que hemos dado, para responder esta
pregunta bastard dar una ultima definicién la cual ligara todas las anteriores
con (1.4.1).

Definicién 16. Sean Y = (Y;); una sucesién de variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (2,.4) y o una medida aleatoria sobre el
mismo espacio de probabilidad. Se dice que Y es una mezcla de sucesiones
i.i.d dirigidas por « si

a X o XA...

es una distribucién condicional regular (d.c.r) para Y dada o(«).

Por definicion de distribucién condicional regular esto nos dice que dado

A= (A, Ay, ...) € B(R)> se tiene que

P(Y; € Aio)(w) < [ ew, A7)

i>1

Luego la distribucién de Y es de la forma (1.4.1) pues

P(Y € 4)= [ [l A)n(de),
Q>
donde g es la distribucién de a. Es decir tenemos precisamente que Y es
una mezcla de sucesiones i.i.d. Entonces basta que Y = (Y;); sea una mezcla
de sucesiones i.i.d dirigidas por alguna medida aleatoria para que Y sea una
mezcla de sucesiones independientes e idénticamente distribuidas.
Ahora veremos que si una sucesién infinita (Z;); cumple que es i.i.d dada
F una o-algebra que cumple ciertas condiciones, entonces (Z;); es una mezcla
de sucesiones i.i.d. Para esto introduciremos dos lemas.

Lema 17. Sean (Y;); una sucesion de variables aleatorias reales sobre (2, A),
suponga que (Y;); es condicionalmente i.i.d dada una o-dlgebra F C A. Sea
a una distribucion condicional reqular de Yy dada F entonces (Y;); es una
mezcla de sucesiones i.1.d dirigidas por «.

Demostracion. Sabemos que como (Y;); es idénticamente distribuida dada
F entonces a es d.c.r de Y; dada F para toda ¢ > 1. Por otro lado co-
mo (Y;); es independiente dada F tenemos P(Y € A|F) = [, a(-, A).

13



Ademaés tenemos que « es F-medible, luego condicionando en « esto nos
da P(Y € Ala) = [[;5; @+, 4i), es decir (Y;); es una mezcla de sucesiénes
independientes e idénticamente distribuidas dirigidas por «. O]

Lema 18. Sea Y una variable aleatoria real y acotada sobre (2, A) y sean
F C G C A o-dlgebras. Si E(E(Y]G)?) = E(E(Y|F)?), en particular si
E(Y|G) < E(Y|F), entonces E(Y|G) = E(Y|F) casi seqguramente.

Demostracion. Para la prueba usaremos las siguientes propiedades
1. EX+Y)=EX)+E(®Y) para X,Y v.a
2. E(X) = E(E(X|F)) para cualquier v.a X
3. Si X es F-medible entonces E(XY|F) = XE(Y|F)
4. E(Y|F) = E(E(Y|G)|F)

Notemos que

E((E(YG) - E(Y]F))?)

E(E(Y]9)? — 2E(Y|G)E(Y|F) + E(Y|F)?)

E(E(Y]9)?) — 2E(E(Y|F)E(Y]G)) + E(E(Y|F)?) por (1)
E(

E(Y|G)*) - 2E(E(E(Y |F)E(Y]G)|F)) + E(E(Y|F)?) por(2)

Usando que E(Y|F) es F-medible tenemos que

E((E(Y]G) - E(Y]F))*)
=E(E(Y]G)*) — 2B(E(Y[F)EE(Y|G)|F)) + E(E(Y|F)?) por(3)
=E(E(Y]6)*) — 2E(E(Y|F)E(Y|F)) + E(E(Y]F)?) por(4)
=E(E(Y]6)?) — 2B(E(Y[F)?) + E(E(Y|F)*)
=E([E(Y]9)) - E(E(Y]F)*)
=0

Es decir E((E(Y|G) — E(Y|F))?) = 0 entonces E(Y|G) — E(Y|F) = 0 casi
seguramente es decir E(Y'|G) = E(Y|F) casi seguramente. O

Por el lema 17 concluimos que si (Y;); es una sucesién de variables alea-
torias las cuales son condicionalmente i.i.d dada una o-algebra F, entonces
dada a una distribucién condicional regular de Y; dada F (la cual existe) se
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tendra que (Y;); es una mezcla de sucesiones i.i.d dirigidas por a y como ya
vimos anteriormente esto nos dice que Y = (Y;); es una mezcla de sucesiones
i.i.d pues su densidad es de la forma (1.4.1).

Ya con todos estos conceptos y este tultimo resultado podemos enunciar
y probar nuestro teorema principal, el teorema de De Finetti.

Teorema 19. Una sucesion infinita (Z;); es intercambiable si y solo si es
una mezcla de sucesiones 1.1.d.

Demostracion. Comencemos notando que una implicacién es clara pues si
(Z;); es una mezcla de sucesiones i.i.d entonces su densidad es de la forma

P(Zy € Avy ooy Zo € Ar, ) = / 6 (Ar, Ay, ... Ay, )pa(dB),
P

donde P es el conjunto de medidas de probabilidad, p la distribucién de
alguna medida aleatoria «, ¢ una medida de probabilidad en P y 6> la
distribucién de Z = (Z;); dada a = 6, hacemos abuso de notacién diciendo
0> precisamente porque sabemos que cada Z; tiene distribucion 6. Luego si
v € S(n), como (Z;); dada o = 6 es i.i.d con distribucién 6 entonces tenemos
que QOO(Al, ceey An7 ) = GOO(A,Y—I(U, ceny A,y—l(n), An+1, ), asi

/9 (Al,AQ,... .. /QOO —1(2),...,A,y—l(n),An+1,...),u(d@)
P
=P(Z,q) € A1, s Zyny € A, .0)

y como n fue arbitrario tenemos que se cumple para toda n, que es lo que
queriamos probar.

Para la ida haremos lo siguiente; sea F,, = 0(Z,, Zni1, Zni2,--) la o-
algebra generada por Z,, Z,41, ... , llamamos a [, F,, = 7 la o-dlgebra co-
la. Lo que mostraremos es que si la sucesién (Z;); es intercambiable en-
tonces es i.i.d condicional a 7, que como ya vimos esto basta para que
(Z;); sea una mezcla de sucesiones i.i.d. Por intercambiabilidad tenemos que
(Z1, 75, Zs, ...) 4 (Z1, Zny Zns1, ..) para toda n > 2, entonces E(P(Z;)|F2) <
E(®(Z,)|F,) para toda & : R — R acotada. Aplicando el limite cuando
n — 0o obtenemos por el teorema de convergencia de la esperanza condi-
cional que E(®(Z))|F,) — E(®(Z1)|7) casi seguramente. Entonces tenemos
que E(®(Zy)|F) < E(®(Zy)|7). Luego por el Lema 18 esto implica que
E(®(Z1)|F2) = E(P(Z1)|7) casi seguramente, lo que quiere decir que Z; y
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F3 son independientes dada 7, pues se dice que X e Y son independientes
dada F si E(®(X)|F,Y) = E(®(X)|F) para toda ¢ acotada. En este caso
claramente

E(®(Z1)|Fa, 7) = E(®(21)|F2) = E(®(Z1)|7),

que es lo que queriamos (la primera igualdad se sigue de que 7 C F3). Esta
independencia nos dice que Z; es independiente de Z,, Z3, ... dada 7. El mismo
argumento se usa para ver que Z,, es independiente de F,,;; dada 7 para
toda m > 1y asi tendremos todas la independencias dos a dos de (Z;);, es
decir tenemos que (Z;); es independiente dada 7.

Por otro lado tenemos que (21, Zp 41, Znt2, --) < (Zn, Zns1, ---), entonces

E(®(Z,)|Fm) = E(®(Z,)|Fn), para toda m, ® acotada,

Aplicando limite cuando m — oo como antes obtenemos que E(®(Z;)|7) =
E(®(Z,)|T) casi seguramente. Luego para A € B(R) y tomando ®(Z) =
1{zeay obtenemos que

P(Z, € A7) = P(Z, € Alr),

Como A € B(R) fue arbitrario tenemos que Z; = Z, en distribucién dada 7
para toda n y asi (Z;); es idénticamente distribuida dada 7. Concluimos que
(Z;); es i.i.d dada 7 que era lo que querfamos probar. O

1.5. Particiones aleatorias intercambiables.

Nuestro objetivo ahora es construir un analogo al teorema de De Finetti
pero para el caso de particiones aleatorias, para esto tendremos que introducir
la nociéon de lo que significa intercambiabilidad en este contexto.

Denotamos por P(N) el conjunto de particiones de {1,2,..., N}. Sea R
una particién aleatoria de P(N). Para o € S(IN) notemos que dado B C
{1,2,..,N}, o actia en B por o(B) = {o(i)|i € B}, asi dada A = (A4;) una
particién de P(N) (podemos ordenar los bloques tomando el menor de sus
elementos y usando el orden usual en R) donde A; representa el bloque i,
tenemos que o actua en A por

O'(A) = O'(Al,AQ, ) = (O'(Al),O'(Az), )
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Definicién 20. Decimos que una variable aleatoria R en P(n) es intercam-
biable si 0(R) = R en distribucién para toda o € S(N).

Pasemos a construir una primera particion intercambiable para N < oo,
la cual llamaremos “La particién aleatoria intercambiable general”. Sea Iy =
{(ny)|n1 > ny > .... >0,> . n; = N}, definimos la aplicacién Ly : P(N) —
Iy donde Ly((A;)) representa la sucesion decreciente de las cardinalidades
de (A;). Sea o* la permutacién aleatoria uniforme en S(NV). Entonces para
A € P(N) ,0*(A) es uniforme en {B|Ly(B) = Ly(A)} lo cual es facil
de ver. Tenemos asi una particién aleatoria o*(A), la cual es claramente
intercambiable por ser ¢* la permutacién aleatoria uniforme.

Existe otra alternativa para construir particiones aleatorias intercambia-
bles, la cual describiremos a continuacién. Dada una particién aleatoria R
definimos:

Rij = {w|2,j € R(w)}

donde 7,j € R(w) quiere decir que 7 y j estan en el mismo componente de
R(w). Tenemos la siguiente propiedad:

Rii = Q, Rij = le', Rij N Rjk C Rik; para 1 S i,j, k S N (151)

Conversamente dada una familia de eventos {R;;|1 < i,j < N} que satisface
las condiciones anteriores podemos definir una particion aleatoria R. Para
esto definimos la relacion de equivalencia bajo w dada por

1~y ] 551 w € Ry

La particién aleatoria R queda definida, donde R(w) es la particién de las
clases de equivalencia. Mas atn, la particion R es intercambiable ssi

o d .
(R’Lj‘l < 1,] < N) = (Ra(i)o(j)ll < (2W) < N)7
para toda o € S(N). Consideremos ahora particiones de {1,2,3,...}. Sea S,
el conjunto de todas las particiones. Definimos una particién aleatoria como
una aplicacién
R:Q— So
tal que los conjuntos [7;; son medibles. Como antes, una particiéon aleatoria

de {1,2,3,..} puede ser descrita como una familia de eventos {R;;|1 < i, j}
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que satisfacen (1.5.1) para toda N. Antes de verificar la existencia de dicha
particién aleatoria S,, enunciaremos brevemente el teorema de extension de
Kolmogorov.

Teorema 21. Sean T # () arbitrario, E un espacio métrico compacto y
(E,&) un espacio medible. Para cada G C F C T finitos definimos

Prg: BY — EC°,

la proyeccion de E¥ a EY. Para cada F C T finito, pur es una medida de
probabilidad en (E¥,ET). Decimos que las distribuciones finito dimensionales
F =A{py|J C T finito} son consistentes si para todos G C F en F, jug o
Pre = pp. Supongamos que se cumplen las propiedades de consistencia,
entonces existe una tnica medida de probabilidad pp en (ET,ET) tal que
para todo I C T finito pip o Prp = pp.

Apelando al teorema de extension de Kolmogorov podemos construir una
particién aleatoria sobre {1, 2,3, ...}. Notemos que para toda N tenemos una
particién aleatoria intercambiable R que por construccién satisface las con-
diciones de consistencia

(RN|1 <i,5 < N) £ (RN*1 <i,j < N)

para toda N > 1. Entonces existe una particiéon aleatoria intercambiable R
de {1,2,...} tal que

(Ryl1 <i,j <N)Z (RY[1<i,j < N),¥N > 1

Hasta ahora tenemos claro el concepto de intercambiabilidad en este con-
texto, pero como nuestro objetivo es un andlogo al teorema de De Finetti,
habra todavia que definir lo que es un paintbox, pues mas adelante veremos
precisamente que “una particién aleatoria intercambiable es una mezcla de
paintboxes” el cual seria el andlogo al teorema de De Finetti en el contexto
de particiones. Pasaremos a construir el paintbox.

Sean g una distribucién en [0,1] con parte discreta y continua, (X;);
iid con ley p y R(w) la particién con componentes {i|X;(w) = z} para
0 < z < 1. En otras palabras lo que tenemos es que R;; = {w|X;(w) =
X;(w)}. Claramente R es intercambiable pues la sucesién (X;); es i.i.d. Mas
aun podemos observar que R depende unicamente del tamano de los atomos
de pu.
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Sea P; = p1(a;) donde (a;); son los atomos de p organizados de tal manera
que (P;); es decreciente y con P; = 0 si hay menos de j atomos. Esto define
un mapeo L de las medidas de probabilidad en [0,1] a A = {(p1, p2, ...)|p1 >
p2 >p3 > ... >0, p; <1} dado por

L:P[0,1] — A
p— P =(P)

Lo que lo anterior nos sugiere es que podemos construir R no sélo a partir de
una medida de probabilidad p en [0, 1] si no més bien a partir de un elemento
de A pues como vimos la familia R;; depende tinicamente del tamano de
los atomos de p, llamamos entonces a la particién aleatoria R bajo esta
construccién como el paintbox(P) y denotamos a su distribucién por Vp.

i<N|X;=a; .
HesNIXiza;}| IN a;}] — P, casi

El siguiente lema es inmediato del hecho de que ’

seguramente

Lema 22. Para p € A sea R un paintboz(p), denotamos por RN a la res-

. ., N .
triccion de R a {1,2,..,N}. Entonces LNE\}; ) p = (p1,p2,...) en A casi
segquramente

Llegamos asi al teorema principal de la seccién, un analogo al teorema de
De Finetti para particiones aleatorias intercambiables dado por Kingman([3].

Teorema 23. Sea R una particion aleatoria intercambiable de {1,2,...} y
sea RN su restriccion a {1,2.,,..N}, entonces:

(1) %RN) — (D1, Ds,...) = D casi sequramente, para algin elemento
aleatorio D de A.

(11) VU es una distribucion condicional reqular de R dada o(Vp)

Recordemos lo que era una distribucién condicional regular, lo que (i7) nos
dice es que condicionando a que D = p la particion aleatoria intercambiable
R tiene distribucién paintbox(p) es decir ¥,,. Esto es precisamente la nocién
que queriamos de que R “es una mezcla de procesos paintbox”.

Demostracion. Para la demostracion de (i) consideremos (;) i.i.d uniformes
en (0, 1) independientes de R. Fuera de un conjunto de medida cero podemos
asumir que (x;(w)|i > 1) son distintos. Sean
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Fi(w) = min{jli,j € R(w)} <i

Zi = XF;

Asi para cada w la particion R(w) es precisamente la particién con com-
ponentes {i|Z;(w) = x} para 0 < z < 1 que es precisamente la cons-
truccién del paintbox. Bastara ver la distribucién de (Z;); para saber c6mo
se comporta el paintbox. Notemos ahora que (Z;); es intercambiable, pues
Z; = g((xi), R) es funcién de (x;) y de R. Entonces dado ny o € S(n)
tenemos Z,;) = 9((Xo(:)); 0(R)) pero (Xo(:)) = (xi) en distribucién pues
(xi) es i.i.d y o(R) = R en distribucién pues R es intercambiable, de donde
(Zo@i))i = (Z;); en distribucién, y por ende (Z;); es intercambiable. Por el
teorema de De Finetti, tenemos que (Z;); es una mezcla de sucesiones i.i.d
es decir existe una medida aleatoria « tal que condicionando a a = u, (Z;);
es i.i.d con distribucién p. Luego como (Z;); es i.i.d con ley p tenemos que
R tiene distribucién paintbox con distribucion ¥y, en otras palabras Wy,
es una distribucién condicional regular para R dada o(¥ 1)) que es lo que
establece (i1)

(1) se sigue del Lema 22 condicionando en D. O
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Capitulo 2

El teorema de De Finetti en el
caso libre.

Hasta ahora hemos establecido el teorema de De Finetti en su version
clasica, y mas aun el teorema de De Finetti para el caso de particiones alea-
torias intercambiables. Nuestro propdsito ahora sera enunciar e introducir el
teorema de De Finetti en su caso libre, para esto la idea a seguir es introducir-
nos un poco en el marco de probabilidad no conmutativa, para después poder
abordar el concepto de independencia libre con respecto a una esperanza con-
dicional, el la cual toma el rol de independencia dada una algebra cola. Por
otra parte el concepto de idénticamente distribuido dado una algebra cola
sera sustituido por el de idénticamente distribuido con amalgamacién sobre
un algebra A;,;. Finalmente, el concepto de intercambiabilidad se extiende
a intercambiable en el sentido cudntico el cual es un caso mas general de in-
tercambiabilidad. Comenzaremos dando una serie de definiciones algebraicas
las cuales usaremos para definir lo que es un espacio de probabilidad no
conmutativo.

2.1. Elementos de probabilidad libre

Definicién 24. Un algebra es un espacio vectorial A junto con una aplicacién
bilineal f : A x A — A que manda (a,b) — ab tal que a(bc) = (ab)c para
todos a,b,c € A. Podemos ademds aditar a el algebra de una norma || - || la
cual se dice multiplicativa si ||abl| < ||lal|||b||, en este caso el par (A, ] - ||) es
llamada un algebra normada.
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Definicién 25. Dada una algebra normada (A, || - ||), podemos definir la
nocién de sucesion de Cauchy en A de la misma manera que se define en R;
sea dice que (z;); C A es de Cauchy si para todo € > 0 existen N € N tal
que para todos m,n > N se cumple ||z, — x,,|| < €, si ademds toda sucesién
de Cauchy converge a un elemento en A decimos que el algebra es completa,
a esto es lo que llamamos un algebra de Banach.

Estas definiciones algebréicas las usaremos mas adelante para definir lo
que es un *-algebra pero antes vamos a pasar a definir lo que es un espacio
de probabilidad no conmutativo.

Definicién 26. Un espacio de probabilidad no conmutativo (EPNC)es un
par (A, ). Donde A es un algebra con unidad 14 y ¢ : A — C es un funcional
lineal tal que ¥(14) = 1.

Algunos ejemplos de EPNCs son los siguientes:

1. (A1,E) donde A; = {z+iy|x,y son v. a. con todos sus momentos.}, en
este caso 1 = [ es la esperanza usual.

2. (Ag,tr) donde Ay = {M,(C)} el conjunto de matrices de n x n con
coeficientes en los complejos, en este caso ¥ = tr = % es la traza

normalizada.

3. (A3, E(tr)) donde A3 = {M|M es una matriz con entradas en A}, usual-
mente esto es a lo que llamamos matriz aleatoria, en este caso ¢ = Eotr.

Aligual que en el caso clasico los cumulantes estan definidos en un EPNC,
ademas de la transformada de Cauchy y la R-transformada las cuales estan
relacionadas con estos.

Sea k!, : A™ — C una funcién m-lineal, si tenemos una coleccién de
dichas funciones (k! )" _, podemos definir su extensién multiplicativa (ver
seccién 2.2) kL : A" — C para todo m € NC(n) que ademds sera también n-
lineal. Se definen los cumulantes libres kL como dicha extensién multiplicativa

de (k)" _; que ademads satisface
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Definimos también la transformada de Cauchy de una variable aleatoria
a € A con distribuciéon analitica p sobre R como

1
Gl (2) = / du(t) para z € C
R

z—1

y su R-transformada como

R\(2) = an(a, ceya)2™ para z € C

n>1

Podemos ademas aditar a el algebra con una involucion *, a la cual lla-
maremos un x-algebra de la siguiente manera

Definicién 27. Una *-dlgebra es un par (A,*) donde A es un algebra y
x: A — A tal que x(a) = a*, y que cumple:

() (a*)" =a
(1) (a+Ab)* =a*+ ", AeC
(1) (ab)* = b*a*

Las variables aleatorias son elementos en el algebra y decimos que son auto
adjuntos si a = a*

Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, 1) es natural pensar
en una nocion de que las variables aleatorias sean i.i.d, para esto es impor-
tante resaltar que la nocion de independencia no es tnica y de hecho existen
al menos 3 tipos de independencia

1. Independencia clasica tensorial.
2. Independencia libre.

3. Independencia booleana.

En nuestro trabajo nos centraremos en la independencia libre, pero por
completitud enunciaremos lo que quiere decir cada una.

Definicién 28. 1. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido
clasico si a y b conmutan y ademas

P(a"0™) = Y(a”)P(0™)

para todo n,m >1
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2. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido libre si

V(p1(a)qu(D)...pn(a)g (b)) = 0

para todos los polinomios p1, g1, .., Pn, ¢n tal que ¥(p;(a)) = ¥(g;(b)) =0
para todo i =1, ..,n.

3. Se dice que a,b € A son independientes en el sentido booleano si

k

Plam ™ e ) = [T ea)(om)

i=1
para todo n;, m; > 1.

Estas nociones de independencia son muy importantes pues cada una da
pie a distintos resultados, un claro ejemplo es el Teorema del Limite Central el
cual dice que si (a;) C A son variables aleatorias reales e independientes en el
sentido cldsico tales que ¥(a;) = 0y ¢(a7) = 0 entonces =222 — N(0, 1).
Sin embargo, si consideramos independencia en el sentido libre entonces esto
ultimo converge a la ley del semicirculo, andlogamente para el caso booleano
converge a la distribucién Bernoulli con soporte en {—1,1}.

Para el caso de que la sucesién sea idénticamente distribuida no exis-
te varias nociones, se dice que (a;) C A es idénticamente distribuido si la
expresién 1 (al’) no depende de i, para todo n € N.

Para terminar la seccién introduciremos los conceptos de lo que es un
algebra C* y un W*-espacio de probabilidad pues los usaremos més adelante.

Definicién 29. Un dlgebra de Banach-x es un algebra de Banach tal que
lall = o™l

Definicién 30. Un dlgebra C* es un dlgebra de Banach-x tal que |la||* =
|laa*||. A esta identidad se le llama “Identidad *”.

Haciendo un recordatorio, un producto interior define una norma, si el
espacio con dicha norma es completo se le conoce por espacio de Hilbert,
dicho esto es claro que todo espacio de Hilbert es en particular un espacio de
Banach, pero no viceversa.

Sea H un espacio de Hilbert, denotamos por B(H) al conjunto de ope-
radores acotados de H en H. Recordemos que T': H — H es acotado si
T(By(H)) es acotado, donde By (H) = {z € H|||z|| < 1} es la bola cerrada
de radio uno.
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Podemos definir distintas topologias sobre B(H), en nuestro caso nos
enfocaremos en dos en especial, conocidas como la topologia operador norma
(TON) y la topologia operador débil (TOD).

Sea ||T'|| = sup{||Tz|||||z]| < 1}, esto define una norma en B(H), llama-
mos a la topologia resultante bajo esta norma la topologia operador norma.

La topologia operador débil es la topologia en B(H) cuyos abiertos son
de la forma

Vigwwe ={T € B(H) tal que | < Tv,w > — < Tyv,w > | < €}.
Dado esto se puede verificar lo siguiente.
Teorema 31. TON C TOD

Ademés diremos que la aplicacién T — G : B(H) — B(H) es débil-
mente cerrada si es cerrada con respecto a la topologia operador débil.

Definicién 32. Un &lgebra de Von Neumann es una *-subalgebra unitaria
débilmente cerrada en B(H).

Mas aun se puede verificar que toda x-algebra cerrada con respecto a
la topologia operador norma es un algebra C*, es decir una consecuencia
del teorema (31) es que toda algebra de Von Neumann es en particular un
algebra C*.

Definicién 33. Un W*-espacio de probabilidad es un par (A, 1)) donde A es
un élgebra de Von Neumann y (A, ) un EPNC.

Retomando la idea principal de nuestro teorema en el caso clasico, este
nos dice que la sucesién (z;) es i.i.d dada la dlgebra cola Ay siy sélo si (z;)
es intercambiable. Es importante notar que estamos diciendo que la sucesion
es independiente pero dada el dlgebra cola 7. Esto en el caso cldsico nos
decia que E(z;|xj,7) = E(x;|7). Para definir el concepto andlogo en el caso
libre necesitamos que la sucesién (z;) sea independiente en el sentido libre
dada un algebra, aqui es donde entra el concepto de lo que es una esperanza
condicional E.

2.2. Esperanza condicional

Definicién 34. Una esperanza condicional F es una funcion £ : A — B
donde A es un &algebra con unidad, B C A es una subdlgebra de A que
ademds satisface:
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1. E(b)=bVbe B
2. E(blabg) = blE(CL)bQ s Vbl,bg c B,(l c A

Definicién 35. Un espacio de probabilidad valuado en operadores es un par
(A,E : A — B) donde A es un algebra unitaria, B C A una subélgebra de
Ay E una esperanza condicional, los elementos en A son llamados variables
aleatorias valuados en operadores.

Ademas si B es un algebra unitaria usamos la notacién:

B<X> = {boXlebn_len|n € N, bl, ,bn S B}

Una pregunta natural es dado un EPNC (A, ) y una subalgebra B C A
de A cuando existe una esperanza condicional E : A — B que preserve 1 es
decir v o F = 1), para esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 36. Sea (A,1)) un W*-espacio de probabilidad tracial y B C A
una subdlgebra de A entonces existe una esperanza condicional E : A — B
la cual es unica y que preserva i es decir o E =1).

Demostracion. Para la prueba ver [9]. O

Para nuestro trabajo se trabaja sobre un W*-espacio de probabilidad no
necesariamente tracial por lo que veremos sobre la marcha que gracias a la
intercambiabilidad de las variables existe dicha esperanza condicional £ la
cual estard restringida en su dominio a A, el algebra de Von Neumann gene-
rada por las variables aleatorias i.e E : Ay, — Ay donde Ay C A es una
subalgebra de A. Esto no sera inconveniente en la prueba de nuestro teorema
pues de hecho solo necesitaremos dicha esperanza condicional definida sobre
As.

Por el momento estamos interesados en definir que significa que la sucesién
sea i.i.d dada una esperanza condicional, el cual es el concepto analogo a que
la sucesion sea i.i.d dada la algebra cola en el caso clésico.

Definicién 37. Sea (A,E : A — B) un espacio de probabilidad valuado
en operadores y (z;) C A, decimos que (z;) es idénticamente distribuido
con respecto a E (o idénticamente distribuido con amalgamacién sobre B) si
Vp € B(X) la expresién E(p(x;)) no depende de ¢ € N.
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Cabe mencionar que en el caso de un espacio de probabilidad no conmu-
tativo cuando B = C y E = 1 es decir tenemos el par (A,v) con ¢ : A — C,
se tiene que B(X) = C(X) es decir los polinomios con coeficientes en C,asi
nuestra definicién de idénticamente distribuido con respecto a E no es mas
que los momentos 1 (x") no dependen de i como era de esperarse. Ahora ve-
remos que significa que la sucesion sea independiente en el sentido libre dada
la esperanza condicional.

Definicién 38. Sea (A, E : A — B) un espacio de probabilidad valuado en
operadores e I un conjunto de indices arbitrario. Sea (a;) C A una sucesién
de variables aleatorias, se dice que las variables aleatorias son libres con
respecto a E o libres con amalgamacién sobre B si para toda n € N, i(1) #
i(2) # ... #i(n) y todos los polinomios B—valuados p, .., p, € B(X) tal que
E(pm(xim))) = 0 para m = 1, ..,n se cumple que E(p1(;1))-..Pn(Tin))) = 0.

Notemos que estas tltimas definiciones son justamente que la sucesién sea
independiente en el sentido libre e idénticamente distribuida, pero estamos
cambiando ¥ por E. Con esto tenemos establecido que significa que una
sucesion de variables aleatorias en un EPNC sea i.i.d dada una esperanza
condicional. Aprovechando que ya estamos encaminados en lo que es una
esperanza condicional vamos a definir lo que son los cumulantes valuados en
operadores, los cuales usaremos en la prueba de el teorema central de este
capitulo.

Definicién 39. Sea (A, E : A — B) un espacio de probabilidad valuado en
operadores, para n € N definimos

(1) Una aplicacién P : A" — B es llamado B—funcional si es n lineal y
para todo by, by, ...,b, € By ay,...,a, € A se cumple

P<b0a1b1;a2b27 ‘“7an—1bn—1,anbn) = bOP(alab1a27 ”'7bn—2an—17bn—1an)bn-

(1) Si para todo 1 < k < n tenemos Py : AF —s B un B— funcional,
entonces para m1 € NC(n) se define un B-funcional P, : A" — B
recursivamente de la siguiente manera : Si 7 = 1,, para aq, .., a, € A se
define P, (ay, ..,a,) = P,(ay, ..., a,). De otra manerasi V = (i+1, .., 1+
r) es un intervalo maximal de 7(un intervalo que no esta contenido
dentro de otro), entonces para ay, .., a, € A definimos

P,r(al, ..,an) = Pﬂ/v(al, ...,aiPr(aiH, ...,ai+r),ai+T+1, ceny Gn).

A este definicién se le suele llamar la extensién multiplicativa.

27



Veamos como funciona con el siguiente ejemplo: Sean =6y 7 € NC(6)
la particién {{1,4},{2,3}, {5,6}}, Entonces:

P.(1,2,3,4,5,6) = Py(1  Py(2,3),4)Ps(5,6).

Dado esto podemos definir los cumulantes valuados en operadores k; 1 <[ <
n como un B-funcional tal que:

E(al(lg Z k’ al,..., )

Notemos que esta es justamente la definicién de los cumulantes libres A
dados por Y(aiaz...an) = > cnowm kl(ay,...,a,). Se puede verificar via el
teorema de inversion de Moebius que existe una formula para los cumulantes
en funcién de los momentos dada por

k (ai,...,a ng A1y .oy Qp) i (0, ),

o<m

donde p, : NC(n)> — C es la formula de Moebius para particiones que
no se cruzan, ¥,(a,...,a,) = ¥(a....a,) y ¥, es su extensiéon multiplica-
tiva. Es decir, tenemos una relacion directa entre cumulantes y momentos,
como era de esperarse también lo tendremos para los cumulantes valuados
en operadores y los momentos E(aj...a,) dado por

kr(ai,...,a ZE A1y .y ) o (0, ),

o<m

con u, y E, definidos como antes.

Mucha de la teoria definida en un EPNC se puede trasladar a un espacio
de probabilidad valuado en operadores, un ejemplo es la transformada de
Cauchy, que llamaremos la transformada de Cauchy valuada en operadores
dada por

Gy (b) =

b_a => E(b- Hm.

n>0

Por otra parte, la R-transformada valuada en operadores esta dada por

RE(b) = ka(a,ba,ba.., ba).

n>1
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Cabe mencionar que si a1, as son libres con respecto a E' : A — B entonces
tenemos que para todo b € B se cumple Ry, 1q,(0) = Rq,(b) + Ray(b), tal y
como sucede en un EPNC, donde si a; y ay son libres entonces R, ,, (z) =
R (b) + R.,(z) para todo z € C, donde R}, es la R-transformada de a.

Antes de terminar esta seccién vamos a hacer una observacién: Sea (a;);e; C
A una sucesién de variables aleatorias que son independientes con respecto
a F, como era de esperarse con los momentos, los cumulantes se anulan si
los elementos son independientes, es decir k,(a;q), ..., @in)) = 0 siempre y
cuando exista 1 < k,I < n tal que i(k) # i(l). Si transferimos esto a k,
con m € NC(n) tendremos que la independencia de los (a;) implica que
Ex(ai1y, -, Gi(n)) €s cero si en algin bloque los i-indices son distintos, es decir
esto puede no anularse solo en el caso en el que todos los i-indices perte-
necientes al mismo bloque son iguales. Introduzcamos la siguiente notacién:
paran € Ny i= (i(1),...,i(n)) denotamos por keri € P(n) a la particién de
{1,..,n} que esta dada por k,[ en el mismo bloque ssi i(k) = i(l). Bajo esta
notacion tenemos que si (a;);er son independientes con respecto a E entonces
kx(a;y, ---, @i(n)) puede no anularse solo en el caso en el que keri > 7.

2.3. Intercambiabilidad en el sentido cuanti-
Co.

Ahora buscaremos cambiar el sentido de intercambiable por intercambia-
ble en el sentido cudntico. Dado el espacio de probabilidad (A, ) diremos
que dos sucesiones (y,) € (y,) en A tienen la misma distribucién si

¢(xi(1)$i(2)---$i(n)) = w(yz‘(l)yi(z)-n%(n))
para todas la n—tuplas i = {1,2,3....,n} — N U {0}, n € N. Ademés serd
conveniente introducir los siguientes conceptos.

Definicién 40. 1. Se dice que una sucesion (x,) es intercambiable si
para toda permutacion finita m,

d
(IEQ, Ty, ) = (:Bﬂ-(l), :E,r(g), )

2. Se dice que una sucesién (x,) es esparcible si para toda subsucesién
(n(0),n(1),...) de (0,1,2,3,...),

d
(Zlfg, Z1, ) = (:Bn(o), :En(l), )
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3. Se dice que una sucesion (z,) es estacionaria si para toda k € N,
d
(%0, Xy, ) = (.’L‘k, Tk, )

4. Se dice que una sucesion (z,) es idénticamente distribuida si para
toda k,l € NU {0},
d
(Ik, Tk, ) = (Ihl’l, )

Ya con estas previas definiciones, podemos hablar del término “cuantico”,
el estudio de grupos cuanticos puede ser dividido en 3 principales areas:

1. Grupos cuanticos de permutacion.
2. Grupos cuanticos libres.

3. Grupos cuanticos discretos.

Pasaremos ahora a enunciar que es un grupo cuantico ortogonal.

Definicién 41. Un grupo cuantico ortogonal GG esta dado por un algebra C*
A generada por n? operadores auto adjuntos w;; , i,j = 1,...,n que cumple
ademas:

(1) La inversa de (u;;) es (uj;)

(11) A(uij) = Y, iy Q Uy define un morfismo A: A — AQ A
(111) X(U;j) = u;; define un morfismo ¥ : A — C
(1v) S(uij) = uy; define un morfismo S : A — A

Debido a la definicién y la condicién (1) tenemos inmediatamente que
UU' = I de ahi el nombre de grupo cuéntico ortogonal.

Para nuestro objetivo haremos uso més preciso de un grupo cuantico de
permutacion, antes de pasar a la definicién formal retomemos la idea de como
esto esta ligado con De Finetti y como se motiva a dar estas definiciones las
cuales parecen muy alejadas de los previos capitulos, pero que al final veremos
que de hecho estan estrechamente ligadas.

Consideremos una sucesién de n variables aleatorias (71, Zs,...Z,), es-
tamos interesados en ver cuando Z = (Z;); es n-intercambiable, para esto
necesitamos que
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(Z1, Zas ooy Zon) 2 (Zg(1) Zoo(2)s oo Zoo(m)), VO € S(n)

Tomando ¢ € S(n) podemos asociar a o una matriz de permutacion,
M € M(R,n) el conjunto de matrices de nxn con coeficientes en R, de
la siguiente manera, colocamos un uno en la entrada (7,j) de la matriz si
o(i) = j. Obteniendo entonces la matriz M = (d5(;),;), esta matriz tiene
algunas propiedades tales como

1. Sus entradas en filas y columnas suman 1.
2. My My =0 MM, =0Vi k,l=1,...n.

Mas aun, MZ = o(Z), es decir lo que buscamos en realidad es que

7 < Mz para toda matriz de permutacion, ;Qué pasaria entonces si en
vez de pedir que M sea una matriz de permutacién pedimos tinicamente las
condiciones (1) y (2)7, es decir las entradas no sean necesariamente unos o
ceros si no que las filas y columnas sean una particién de la unidad, nace
entonces asi el concepto de lo que es un grupo cuantico de permutacion.

Definicién 42. Un grupo cuantico de permutacién Ag(n) esta definido como
la dlgebra C* unitaria generada por w;; , 4,j = 1,..,n tal que

w2 G i
(1) uf; = uy =ug; Vi, j=1,...,n

(11) U = (u;;) los elementos de su fila y de su columna formen una particién
de la unidad , es decir, wipuy = 0 upiuy =0V, k,l=1,...,ny >, uy =
1=, u,; Vi=1,...,n

Ya con esto podemos pasar directamente a nuestro analogo a intercam-
biable para el caso libre, hablamos de intercambiable en el sentido cuantico.

Definicién 43. Consideremos un espacio de probabilidad no conmutativo
(A, ¢) v (z;) C A, decimos que la distribucién conjunta (con respecto a 1)
de esta sucesién es invariante bajo permutaciones cudnticas o que (x;) es
intercambiable en el sentido cuantico si para algin k£ € N la acciéon natural
de A4(k) en la k—tupla (1, ..., xx) dada por

k
Z; —>E=Zuw®xj EAS(]C)®A
j=1
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no cambia de distribucién, i.e la distribucién conjunta de (xi,...,xx) con
respecto a ¢ es la misma que Ty, ..., Ty con respecto a id () .

Mas explicitamente que para toda k,n € Ny 1 < i(1),...,i(n) < k
tenemos que

k
V(Ti(1)---Tign)) = > ) Ui () Tim),
i(1)=1,....j

con igualdad en A(k).

Como antes lo vimos, es natural pensar entonces en que si tomamos n € N
y 0 € Sy, tomando la matriz de permutacion U = (u;;)7i—; = (do();)i =1 (la
cual genera un grupo cudntico de permutacién A,(n) pues uj; = u;; = u?j y
las filas y columnas de (u;;) forman claramente una particién de la unidad)
tenemos:

k
V@) = ) SawiGemim (i) Tin) = Y(Ta) - To(w)
J(1)=1,...,5(n)=1

Luego como n y o fueron arbitrarios podemos concluir que (z1,xs, ...) <
(xg(l),x(,@), ...) para toda o permutacién finita i.e (z;) es intercambiable.
Tenemos entonces de lo que precisamente hablabamos, intercambiable en el
sentido cuantico implica intercambiable en el sentido clasico.

2.4. El teorema de De Finetti en el caso libre.

Estamos listos para enunciar nuestro teorema principal, antes de eso pro-
baremos la existencia de la esperanza condicional.

Teorema 44. Sea (A, 1)) un W*-espacio de probabilidad, Ay C A la subdlge-
bra cola de A, (z;) C A una sucesion de variables aleatorias intercambiables
(en particular si son intercambiables en el sentido cudntico cumple la condi-
cion) y A el dlgebra de Von Neumann generada por (x;); entonces eziste

la esperanza condicional E : Aoy — Ay que preserva o = |4, es decir
Voo © B = 1. Donde Ay esta dada por

Apgil = ﬂ vN (zglk > n)

neN

yvN (zg|k > n) denota el dlgebra de Von Neumann generada por {zi|k > n}.
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Demostracion. Para nuestra prueba asumiéremos sin perdida de la generali-
dad que A es generado por (z;) es decir A = A. La intercambiabilidad de
(x;) implica que existe un endomorfismo o : A — A tal que

Ypoa=1ya(r;) = a(ri1).

Sea Ay = vN(z;|i € I) para I C N, sean a,b € |J,j.,, A1, entonces existe
NeNtalqueae A, be Ay y IN(J+ N) = 0. De la intercambiabilidad
tenemos que ¥ (ba™(a)) = ¥(ba™*1(a)) para todo n > N, esto tltimo nos
asegura la existencia del lim,,_,, 1(ba"(a)) en la x-dlgebra U| I<oo A;. Un ar-
gumento de aproximacion nos asegura la existencia de este mismo limite para
todos a,b € A pues podemos aproximar A = vN(z;[i € N) con ;. Ar-
De esto concluimos que el limite puntual de (a"),en existe y podemos asi
definir un mapeo lineal ) : A — A dado por a — lim, .., a"(a) tal que

Q(A) C Atail'
Ademas es facil verificar que ¥ o () = % por céomo estd definido @
v [|Q(a)|l < [laf| para todo a € A pues [|Q(a)] = [lm,ea™(a)]| =

lim,, , ||[@™(a)|| al ser la norma una funcién continua, finalmente se pue-
de verificar que como a” : A — A es un endomorfismo entonces decrece
en norma, es decir [[a"(a)| < ||a|| (Ver teorema 2.7.1 en [5]). Asi si veri-
ficamos que Q(a) = a para todo a € Ay tendremos que @) es una espe-
ranza condicional de A en A, (Ver [7]). Sean a € Ay v b € U|I|<oo Aj.
Tenemos que Ay C o™ (A) y ANoo) C a(A) para todo N € N don-
de Apy,oo) = vN(z;li > N). Entonces existe N € N tal que a € a™(A) y
b € Apn-1)- Aproximando a € A por una secuencia (ag)r C <o @™ (A1)
y concluyendo de la definicién de @) y la intercambiabilidad tenemos que

$(6Q(a)) = lim (bQ(ay)) = lim lim b (ba" (ay)) = lim (bag) = (ba)

para todo b € A, por lo tanto tenemos que Q(a) = a para todo a € Ay Asi
existe F : Aoy — Ay que preserva 1) = 1)y, €s decir 1y, 0 B = 1. O

Pasaremos a enunciar el teorema central del capitulo.

Teorema 45. (A, 1) un W*-espacio de probabilidad, (x;) C A una sucesion
de variables aleatorias, entonces los siguientes son equivalentes:

1. La distribucion conjunta de (x;) con respecto a 1 es invariante bajo
permutaciones cudnticas o cudnticamente intercambiable.
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2. La sucesion (x;) es libremente independiente e idénticamente distri-
buida con respecto a la esperanza condicional E : Ay — Awir 0 con
amalgamacion sobre Ay donde Ay es el dlgebra de Von Neumann ge-
nerada por (x;) y Awi denota el dlgebra cola de Von Neumann dada
por

Avgil = ﬂ vN (zk|k > n)
neN

donde vN (zi|k > n) denota el dlgebra de Von Neumann generada por
{zk|k > n}.

Demostracion. Vamos a probar 2) = 1) para esto notemos lo siguiente; sean
n,k € Nel <i(l),..,i(n) <k, tomemos n = 5 para dejar més claro la
observacién con el siguiente ejemplo; sea m = {{1,5},{2,3,4}}, luego

k k
Z Wi1)5(1).wigsy (50 — Z Z Ui (1)1 Ui (2)m Ui (3)mWi(3)mUi(5)1,
w<kerj =1 m=1
J(1),.3(5)=1

pues si m < kerj entonces j(1) = j(5) y j(2) = j(3) = j(4). Esta suma a su
vez es

k k
Z ui(l)l(Z Uz‘(2)mui(3)mui(4)m)Uz‘(5)l-
=1 m=1

Dada la ortogonalidad de los u; tenemos que ;(2)m ;(3)mWi(4)m NO €s cero solo
sii(2) =i(3) = i(4), mas aun como u; = ui tenemos que w;(2)mUi(s)ymUi(4ym =
Ui2ym Si 4(2) = i(3) = i(4) y cero en otro caso. Asi, la suma original esta

dada por
k k
Z Ui (2)mUWi(3)ymUi(4)m = Z Ui(2)m
m=1 m=1

sii(2) = i(3) = i(4) y cero en otro caso. Finalmente, por condicién de los u;
tenemos que ) | Ui2)m = 1, podemos concluir que Sk Ui (2)mUi(3)m Ui(4)m =
1sii(2) =1i(3) =1i(4) y cero en otro caso. Luego

k k

k
Z ui(l)l(Z ui(?)mui(3)mui(4)m)ui(5)l = Z Ui (1)1U4(5)1
I=1

m=1 =1
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cuando i(2) = i(3) = i(4) y cero en otro caso. Aplicando lo mismo a esta
nueva suma podemos concluir que

Zuz(l)l Z Ui (2)m Wi (3)mUi(4)m ) Wi(5) = 1

sii(l) =4(5) e i(2) =i(3) = i(4), es decir ,cuando 7 < keri y cero en otro
caso. Podemos generalizar esta misma idea a cualquier particion 7 haciendo
uso de los intervalos de 7.
Con estas herramientas estamos listos para probar 2) = 1). Sean n, k € N
el <i(l),..,i(n) < k. Tenemos que
k
Do Uit (T Tin)
j(l)v“"j(n)zl
k
= > wie-wimim (@) Tim))
j(l),..‘,j(n)=1
k
= D Ui O D0 kal@ia), o Tiw))
§(1)enri(n)=1 TENC(n)
k

= Z Z Ui(l)j(i)~-~Ui(n)j(n)@/)(kw($j(1)’ % xj(n))).

rENC(n) j(1),....j(n)=1

Luego recordando que k(z;(1), ..., Zjn)) puede no ser cero solo si m < kerj
(como vimos en 2.2)) y dado que los (xl) son idénticamente distribuidos
tenemos que el término kx(z;() (n)) = kr asl nuestra suma original es

> Z Ui(1)j (i) Wi(n)j(m) Y (K (Tj(1)s s Tjin)))

TeNC(n)  w<kerj
3(1),... J(n) 1

= > Z Ui(1)j (i) Wi(n)j(n) ¥ (Kr)

meNC(n)  w<kerj

J(1),i(n)=1
k
= D k) D e Uim)-
meNC(n) w<kerj
§(1)smi(n)=1
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., k
Por la segunda observacion sabemos que Z r<herj  Ui1)j(i)-+Wi(n)j(n) =
. ) ) ](1),...,](11)?1

1 si keri > 7 y cero en otro caso. Asi, nuestra suma es igual a

o dlk) =9 Y k)
)

TeNC(n) TeNC(n
keri>m keri>m
=1 Z Er(Ti1ys oo Ti(ny))
TeNC(n)
keri>m

pues kr (i), .-, Tjm)) = kr si @ < kerj por ser idénticamente distribuidos.
Finalmente esto es igual a

V(E(Zi), s Tin))) = V(Ti1), s Ti(n))

que es lo que queriamos probar.

Ahora nuestro trabajo sera probar 1) = 2). Claramente tenemos las con-
tenciones A C Ao C A, para nuestras pruebas asumiremos sin pérdida de
la generalidad que A es generado por (x;) es decir A = A,,. Para comenzar la
prueba lo primero que veremos es que si (z;) es intercambiable en el sentido
cuantico, entonces también lo es bajo E. Esto es Vk,n € N, (uU)f j—i un gene-
rador de un grupo de permutaciones Ag(k) , para todo 1 < i(1),...,i(n) < k
y ba, ..., by € Agair se cumple que

k
E(zibaiy-baion) = Y )00 Uityin B(@50)0252) - bnjim)-
j(l),..,j(n):l
(2.4.1)
Maés generalmente para todo p1, .., pn € Ay < X > se cumple
k
E@(zin)-pu(@im)) = D i) i EO1(50) - Da(@50m))
3(1),.,5(n)=1
(2.4.2)

Probaremos (2.4.1) y esencialmente la misma prueba se extiende a (2.4.2).Sean
n,k e N, 1<i(1),..,i(n) <k Como ¥y = e = Yo 0 I tenemos que si
bi, ... b, € A entonces

Y0121y bp2(1(n)) = Yoo (b12745(1)---bn2(1(1n)) = Voo (E[b12i(1)...bpx(i(n)])
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Si pudiéramos verificar que
¢(blxi(1)---bn$i(n)) = Z ui(l)j(l)...ui(n)j(n)w(blxj(l)...bna:j(n)) (2.4.3)

tendriamos por la primera observacion que

k

= > Ui Uimim P (D15 bnn)
= D i) Uit e (D150 b))
= ) @i Uimim Voo (E[br1250) - ba i)

k
=Poolbt D i) i BTy batim))

y como by € Ay fue arbitrario esto es que

k
@Z}oo(blE[l‘i(l)---bnl'i(n)]) = 1/)00(51 Z Ui(l)j(l)-'-Ui(n)j(n)E[ij(l)-'-bnxj(n)])
§(1)i () =1
para todo by € Ay v por ende
k
Elriy-bni) = D> i)i0)- i) BlEi) - baim),
3(1)i(n)=1

que es lo que querfamos probar, es decir bastara probar (2.4.3).

Para esto notemos que basta probarlo para cuando by, ..., b, es de la forma
Tr(1), - Tr(n) con 7(i) > k para 1 < i < n pues para los b; de la forma z; con
[ < k ya lo tenemos por intercambiabilidad en el sentido cuantico, asi si lo
probamos para b; de la forma z; con [ > k habriamos probado que (2.4.3)
se cumple para todo b; de la forma z; y como A, queda determinado por
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(x;)ien podemos aproximar cualquier b; € A,y por elementos de la forma ;.
Es decir nuestra meta es probar que

k

¢(blxi(1)---bn$i(n)) = Z ui(l)j(l)...ui(n)j(n)w(blxj(l)...bna:j(n)) (2.4.4)
7(1)yeeyd(n)=1

para todo by, .., b, de la forma x,(1, ..., Zy(n) con r(i) > k+1 para 1 <i < n.
Sean by,...,b, € Ay de esta forma, definimos N = max{l|z;s = 2 6
Typ(s) = Ty P-A s} el maximo de los indices de x; en el termino b1xi(1).-bnTi(n)
(recordemos que b; = ,¢;) para 1 < i < n). Sea U = (ﬁij)%zl dada por
wy 1<ij<k
d;; en otro caso
cuantico A4(N) y la intercambiabilidad en el sentido cudntico de (z;);en nOS
dice que

U;; = Por cémo esta definida U, éste genera un grupo

V(b1i(1)---bnTi(n)) = V(1) Ti(1) - Tr(n) Ti(n))

2k
= D> i) lrmyiea—) Gig)ien Y (Ti) - Tien)-
j(l),..,j(Qn):l

Luego como 7(l) > k para 1 <[ < n, entonces Uryjy = Or@)jr)- Ast esto es

2k

Z Ui(1)(2) - Ui(n)j(2n) LV (T5(1)Tj(2) T j(m) Tj(2nm))
§(2),i(2n)=1
J()=r(1)j(2n=1)=r(n)

2k

= Z Ti(1)5(2) - i(n)j2n) Y (Tr(1)Tj(2) - Tr(n) Tj(2n))
§(2),5(4)..,§(2n)=1

Ademas, como 1 < i(1),...,i(n) < ky U@ = 0si j(21) > k+ 1, esto es,

k

Z ﬂi(l)j(Q) e az(n)j(Qn)w(xr(l)ZE](g) . xT(n)xj(Qn))
3(2),5(4)..,3(2n)=1

haciendo j(I) = j(2l) y usando que si j(2) < k entonces @;uyja1) = i)
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lo anterior es

k
Z Ui(1)5(1) - Wi(n)j () P (Tr (1) T5(1) - Tr(n) Tj(n))
3(1),5(2)..(n)=1
k
J

Ui(1);(1)----Wi(n)j() P (D12 5(1)---OnT ) )-
J1)5) =1

Esto ltimo es precisamente (2.4.4), hemos probado asi (2.4.1) y (2.4.2).

Ahora probaremos otra propiedad de E a la que llamaremos la propiedad
de factorizacion, la cual dice lo siguiente; si (;);en es intercambiable, entonces
para todon € N e i(1),..,i(n) € N se cumple que

E(p1(ziq)--pn(@im)) = E(pi(zi))--E(pi(zi0)) - po(Ti)))  (2.4.5)

siempre y cuando i(l) # i(r) para todo r # .

Pasemos a la prueba de (2.4.5). Sea L?(A,1) el GNS espacio de Hil-
bert con producto interno definido por < a,b >= (a*b). La intercam-
biabilidad de (z;) nos permite definir una isometria a en L?(A,v) dada
POr (Tj(1)---Ti(n)) = Ti(1)4+1---Litn)+1- Restringidos a A C L*(A, 1)), esta iso-
metria es una aplicacién de A en A que actiia como un endomorfismo, sea
A, = {a € Ala(a) = a} el conjunto de puntos fijos bajo a.

Claramente A, C Ay pues si x; € A, entonces z; = a(x;) = X1, y
asi consecutivamente se llega a que x; = z, para todo n y por ende x; €
V N(zi|k > n) para todo n, es decir x; € Ay, para un elemento cualquiera
de A, se usa que este elemento puede ser aproximado por elementos de
la forma z; pues A, C A y estamos suponiendo que A es generado por
(x;)ien. Veremos que ademds A, C Ay, sea b € Ay y consideremos para
m € Ny r(l),..,r(m) € N el momento ¢(x,x)...%,(m)b), aproximando b con
polinomios no conmutativos en {zx|k > maz(r(1),...,7(m))} y usando la
intercambiabilidad de (z;) tenemos que

V(Zp(1)---Tp(m)b) = V(Xr1) - Tr(m) Jingopn(xkl,ka o Tk )

donde p,, es un polinomio en xy, con k; > max(r(1),..,r(m))), por otro lado
a(b) € Ay como A esta generado por (z;) tenemos que «(b) = p(zs,, .., Ts,) €8
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alguna combinacién de elementos de (x;). Finalmente, por intercambiabilidad
de (x;) y por como tomamos z, tenemos que

w(xr(l)xr(m) nlirilo pn(l‘kp Lkyy ++ mkn)) w<xr(1)xr(m) Hm pl (xsu ) $sl))

= (z, ?}ggo a(b))
= ¢($r(1 m)a<b>>

Es decir ¢¥(2,1)...Zr(m)b) = Y (Tr1).--Tr@my(D)), como r(1),...,r(m) y m fue-
ron arbitrarios esto ultimo nos prueba que 1 (ab) = 1 (aa (b)) para todo a € A
y asi b = «(b), es decir b € A,, por lo tanto A, = Ayy. Sea E, : A — A,
una esperanza condicional, dado que A;,;; = A, tenemos que E, : A — Al
y por unicidad tenemos E = FE,. Ahora, por el teorema ergédico de Von
Neumann tenemos que limy, o = > @'(a) = Eq(a) = E(a). Por otro la-
do recordemos que tenemos intercambiabilidad con respecto a E, de donde
se sigue que E(p1(zi1))...pi(@iw))---Pn(@im))) = E(p1(@i)).--p1(2i)--Pn(Ti(n)))
para todo i > max(i(1),...,i(n)) = N. Asi,

Ep1(wi))--pi(igy)--Pu(Tign))) = %mE(Pl (@iq))- (@ N41)--Pn (i)
= lE(p1(Ii(1))---pz($N+1)-~pn($z‘(n))) + oo+ E(p1(2i1))- - 2i(TN4m) - P (Ti(n)))
== Z (P1(@i(n))--P1(5) .- Pu(Tin)))
_ E[plmu))...(% S @) palzion):
J=N+1

pero sabemos que

| Nim 1

- Z pi(xj) = E[pl(l’]\m_l) + .+ (TN )]

j=N+1
_ %[plm(m)) .+ (™ (@n)]

%Z O‘i<pl(xN>>
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y esto ultimo converge a Ep;(xn)] = Epi(ziq))]-
Mis adelante veremos que las (z;) son idénticamente distribuidas con
respecto a E, por lo que tomado el limite obtenemos

E(pi(2i))--pu(Tigy)--Pu(Tign))) = E(p1(Tiqry)--Elpi(2iy)]---Pa(Titn)))

que es precisamente (2.4.5).

Estamos listos para probar 1) = 2). Para verificar que (z;) son idéntica-
mente distribuidas con respecto a E bastara usar un caso particular de simple
intercambiabilidad de (2.4.2) para obtener que E{p;(z;1))] = Elp1(z;a))] pa-
ra todo i(1), j(1). Faltara ver que (z;) son libres con respecto a E o indepen-
dientes con amalgamacion sobre A;,;. Sean n € N | i(1) # i(2) # ... # i(n)
Y D1y P € Aaa < X > tales que Elp;(zi(;))] = 0 para todo j = 1,..,n,
nuestro objetivo es ver que E[pi(2;1))...pn(Timy)] = 0. Vamos a probar esto
usando induccién hacia atras sobre el numero de bloques de Keri, para esto
denotaremos a |keri| a su numero de bloques. Si |keri| = n tenemos que
i(l) # i(m) para toda [ # m , asi por (2.4.5) tenemos que

n

Elpi(2i))--pa(win)] = [ [ Elpi (i) =0

j=1

tenemos nuestro caso base probado. Supongamos que para algin r tal que
|keri| > r+1 hemos probado que E[p;(x;))...pn(Zim))] = 0, queremos probar
lo mismo para cuando |keri| = r. Por (2.4.2) tenemos que para algin k € N,
1 <j(1),..,5(n) <k y algin grupo cuantico de permutaciones u = (u;;) se
tiene

k

E(p1(wi1))---pn(@im))) = Z Ui1)j(1) - Wi(n)j(n) E(P1(T51)) P (Tj(n))) -
3(1),3(n)=1

Sumando sobre todas las particiones esto es,

k
Z Z Wi(1)j(1) -+ Ui(n)j(n) B (P1(T5(1)) - Pu(Tj(m)))-

meP(n) j(1),...j(n)=1
kerj=m

41



Notemos que ;) Uia+1)ja+1) = 0 si (1) = j(1 4+ 1) pues i(I) # i(l +1). Asi
esta suma es igual a

k
> > Wi(1)j(1) -+ Wicn)i () E(01(Z5(1)) P (Tj(m))),

TEP(n) j(l),..,j(n):l
kerj=m

JM#j2)#..#5(n)

pero si || > r 4 1 como j(1) # j(2) # ... # j(n) por hipdtesis de induccion
sabemos E[p;(7j(1)).--pn(Tjm))] = 0, por lo que esta suma es igual a

k
> > Ui1)j(1) -+ Wi(n)j(n) E(P1(T(1))--Pn (T (n)))-

weP(n)  j(1),..j(n)=1
|| <r kerj=m

JM#i(2)#...#j(n)

Por otro lado, del hecho de que E(pi(xi1))...pn(%imn))) es invariante bajo
permutaciones cuanticas tenemos que

para todo 1 < s(1),...,s(n) < k con keri = kers. Tomando el caso particular
k = 2r por lo anterior podemos fijar diferentes valores para los i—indices de
los r bloques de keri, digamos 1, 3,5, ..., 2r — 1. Consideremos ahora el caso
particular donde U = (u;;)};_, estd dada por:

q; 1 = j y ambos son impares
¢i—1 ©=J y ambos son pares

uij =<4 1—¢ 1+1=7jeliesimpar
l1—qg; i=j5+1eiespar
0 en otro caso

donde ¢z, .., ¢, son proyecciones arbitrarias. Notemos que como i(1),..,i(n)
tiene la misma paridad, entonces si j(j) = j(s) necesariamente i(l) = i(s),
esto nos dice que kerj < keri, mas aun como |keri] = r entonces por lo
anterior |kerj| > r, por otro lado en nuestra suma tenemos que kerj = w
y que sumamos sobre 7w con |w| < 7, esto nos dice que |kerj| < r, es decir
necesariamente |kerj| = r y como kerj < keriy |keri|] = r necesariamente
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kerj = keri, de donde se sigue que nuestra suma no se anula soélo cuando
m = keri, por lo que tenemos

E(pl (l"i(l) )---pn(%(n)))

k
- Z Z Ui1)j(1)--Ui(n)j(n) E(P1(251))--Pn(Tj(m)))

weP(n)  j(1),...5(n)=1

|w|<r kerj=m
JOEI)-#4(n)
2r
= D Uit B0 (20))pa(im)-
JO), - 3m=1
kerj=keri

Mas aun como los (x;) son idénticamente distribuidos con respecto a E y
kerj = keri tenemos E(pi(x;1)).--Pn(Tjm))) = E@1(2i))---Pn(Tiwm))), luego
esto es,

2r

Y i) i) EO1 (i) Pa(Ti)))-
J(1)od(n)=1
kerj=keri

Es decir, hemos probado que

2r

E(p1(i1)--pn(xi)) = E@1(@i) - Pa(@ion)) (> i1y Uitm)itm)-

J(1),.,3(n)=1
kerj=keri

Si pudiéramos verificar que Z?(l),..,j(n):l Wi(1)j(1)---Wi(n)j(n) 7 1 tendriamos
kerj=keri
que necesariamente E(p1(x;q))...0n(Timn))) = 0 y habrfamos terminado, nues-

tro objetivo sera probar esto precisamente. Para esto notemos que si keri €
NC(n) entonces la condicién de i(1) # i(2) # ... # i(n) asegura que existe
un singleton (un bloque con un solo elemento) digamos i(l), luego por (2.4.5)
tendrfamos que E(pi (zir))--pa(@icn))) = E1 (i) Elpi(i)]--pa(wicn))) =
0 pues E[p;(z;1))] = 0, bastara entonces considerar keri € P(n)/NC(n). Pa-

SEemos a probar que Z?(1)7--,j(n)=1 Ui(1)5(1)---Ui(n)j(n) 7& 1. Como estamos consi-
kerj=keri

derando keri € P(n)/NC(n) sean i(l) e i(m) elementos en distintos bloques
del keri tal que sus bloques se cruzan, sin perdida de la generalidad supon-
gamos i(l) = 1 e i(m) = 3, consideremos ¢; = uy; = py ¢ = uz3 = ¢ dos
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proyecciones que no conmutan y w;l = 1 para todo [ # 1,3. Sean By y Bs
los bloques donde pertenecen 1 y 3 respectivamente y denotamos por |By| y
| By| a su cantidad de elementos. Tenemos que

2r 2r

Z Wi(1)j(1)---Ui(n)j(n) = Z 0 (W25 (1) -~ 1) 1) Wi(m)j(m) - Wi(m)j (m))
j(;),.:,j%n)'ﬂ J(1),4(m)=1
erj=keri

para alguna o € S|, |4|p,|- Dondesio € S, se define o(as, ...,a,) = [}, 0(a;),
ademads es importante notar que el factor u;();q) aparece |B;| veces mientras
que Uj(m)j(m) aparece | Bo| veces. Luego esta iltima suma es

= > D o (Uiwimininiemyiem) - Uitm)iem)
0,2} j(me(3.4}

Z Z o(pi...p1p2..-P2)

p1e{p,1-p} p26{g,1-q}
=o(p..pq...q) + o(p..p(1 = q)...(1 = q)) + o((1 — p)...(1 — p)g...q)
+o((1=p).(1=p)(L = q)...(1 = q)).

Usando abora que p = p,g = ¢%,(1—p) = (1—p)* v (1 ¢) = (1 — g)?, esta
ultima igualdad es igual a

(rg)* + (p(1 —q))* + (1 =p)g)* + (1 —p)(1 — q))*

si |By| y | Bz| tienen la misma paridad y

(pg)*p+ (p(1 — @))’p+ (1 —p)g)*(1 — p) + (1 — p)(1 — q))*(1 — p) (2.4.6)

si |Bi| y | Bz| tienen distinta paridad, para algin s > 1. Finalmente esto es
claramente distinto de 1 y por ende hemos concluido. O

Observacion: En la demostracion anterior es importante que p y ¢ no
conmuten pues en otro caso la Ecuacion (2.4.6) es idénticamente 1.
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